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INDICADOR DE DESEMPENO:

Calcula adecuadamente el limite de funciones reales tanto racionales como irracionales, aplicando sus
teoremas fundamentales.

LIMITES DE FUNCIONES REALES:
DEFINICION y TEOREMAS

Una vez terminado el trabajo con todo lo relacionado con las funciones reales y sus aplicaciones,
pasas ahora a manejar uno de los conceptos méas fundamentales que tiene el calculo como es la
teoria de limites.

Los conocimientos que vas adquiriendo van enlazados unos con otros y son muy importantes
tanto para tu desarrollo intelectual como para la aplicacién en proximos conceptos matematicos
tanto aqui en el colegio como en tu universidad. Es asi, por ejemplo, como el concepto de limite
nos llevara al estudio de otros de los temas fuertes del calculo como lo es la derivada cuyo estudio
realizaras al final del periodo

Contintla adelante con tu trabajo que ya falta muy poco para que logres alcanzar una meta mas
en otra etapa esencial de tu vida.
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o Definicion intuitiva de limite: Sea Y=f (x) una funcién cualquiera y sean ay L dos niimeros
reales, queremos analizar el comportamiento que tiene la funcion y = f(x) a medida que la
variable X se acerca o se aproxima al numero real a.

X se puede aproximar al nimero a por dos lados: por la izquierda de a (o sea x tomando
valores ligeramente menores que a) o por la derecha de a (0o sea x tomando valores
ligeramente mayores que a).

= A medida que X se aproxima por la izquierda de a (x < a) tomando valores ligeramente
menores que a pero muy cercanos, decimos que X —» a ( y se lee “ x tiende a a por la
izquierda ")

= A medida que X se aproxima por la derecha de a ( x > a ) tomando valores ligeramente
mayores que a pero muy cercanos, decimos que X — a’ ( se lee “ x tiende a a por |la derecha

")

= Siamedida que X — a” la funcién y = f(x) toma valores muy cercanos al nimero L , decimos
que:

Lim f(x) = L || (limite lateral por la izquierda de a).
X—a

. . + ., ., S,
» Siamedidaque X —» a  lafuncién y = f(x) toma valores muy cercanos también al nimero L,
decimos que:

Lim f(x) = L || (limite lateral por la derecha de a).
x—a"

En este caso como los dos limites laterales son iguales (o sea ambos dan el mismo numero L),
entonces decimos que el limite total existe y es igual a dicho nimero L y escribimos que:

Lim f(x) = L
X—>a




CONCLUS'ION IMPORTANTE: El limite total existe cuando los dos limites laterales

existen y son iguales.

NOTA IMPORTANTE: Sencillamente el limite es el valor que toma la funcién Y cuando x

se aproxima a un valor real dado.

En tus cursos de calculo universitario podras analizar con todo el rigor matemético el concepto
del limite.

Ahora bien, para hallar el limite con tendencia a real de una funcién no siempre es necesario
calcular los limites laterales; para ello es suficiente con tener presente los TEOREMAS que a
continuacioén se te dan y que tu analizaras detenidamente:

* TEOREMA 1: Unicidad del limite: El limite de una funcién si existe debe ser Ginico e
igual a un namero real.

* TEOREMA 2: Limite de la funcCién constante: El limite de una funcion constante (o sea
de un nimero) es igual al mismo numero, es decir, sea f(X) = #,

Entonces:
Limf(x) = Lim# = #
X— a X— a

Ejemplos: a. Lim 9 =9 ; b. Lim (-7/3) =-7/3 ; c. Lim 5ab? =5ab?
X— 2 X—-5 m — 3

* TEOREMA 3: Limite de |a funcién polindmica: El limite de una funcién polinémica lo
calculas reemplazando en el polinomio a la variable por su tendencia y el resultado es el
limite, es decir, sea Y =f(x) con f (x) polinémica, entonces:

Lim f(x) = f(a)
X— a

Ejemplo: Lim (3x?+4x-7) = 3(2)*+4(2)-7 = 13
X—2



* TEOREMA ¢ Limite de unha potencia o de uha raiz con base o cantidad subradical
polihomios:

Se procede de igual forma que en el teorema 3 anterior, es decir, sea Y = f(x) un polinomio,
entonces:

im FO = [f@) |y | um™/F) = "/f(@)

X—>a X—>a

Ejemplo: a. Lim [8x?—5x+3]® = [8(1/2)? -5(1/2) +3]® = [2-5/2+ 3]® = 125/8
X%

b. Lim 32x* ~4x+5 = §2(2) -4(2)+5 =3/8-8+5 = 5

* TEOREMA 5: Limite de la funcion racional:

Sea Y =N (xX)/ D (x) una funcion racional (donde el numerador y el denominador son
polinomios), entonces:

Lim N(X)/D(X) = N(a)/D(a) siempreycuandoD (a) =0
X—a

Este teorema en palabras quiere decir lo siguiente: Para tomarle el limite a una funcién racional
se reemplaza mentalmente en el denominador a la variable por la tendencia efectuando la
operacion indicada. Si el resultado da cero entonces también se reemplaza en el numerador a la
variable por la tendencia y se hace de igual manera la operacion indicada; si en el numerador
también da cero entonces es necesario factorizar tanto el numerador y el denominador (si es
posible) y se simplifica la fraccion resultante (tal como simplificas fracciones algebraicas) y luego
reemplazas a la variable por la tendencia y el resultado es el limite, pero si en el numerador no
da cero significa que el limite no existe. Ahora bien, si el denominador no da cero entonces no
necesitas factorizar sino que reemplazas directamente a la variable por la tendencia en toda la
funcion racional y el resultado es el limite.

NOTA: Cuando te planteen el limite de la suma y/o resta de varias fracciones racionales, es

pertinente efectuar primero las operaciones indicadas para obtener una sola fraccion y luego se
aplica este teorema 5.



* TEOREMA 6: Limite de |a funcion irracCional: Lo estudiaremos detalladamente en una guia
siguiente.

Veamos a continuacion algunos ejemplos de limites aplicando los teoremas anteriores haciendo
hincapié en las funciones racionales.

EJEMPLOS Y EJERCICIOS SOBRE LIMITES DE FUNCIONES RACIONALES
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ACTIVIDAD:

Compruebe los siguientes limites:

2 3 2
1 Lim 239 4 2. Lim X9 _ 2 3. Lim B =16 g
X—>-3 X“+5X+6 x—>3 X =27 3 h -0
3 _ 2
4 Lim X +1 _ 3 5 Lim 1122 4+3z° 13
x>-1 X —X 2 1>-4 27°+97+4 7
1 1
, i1_1
6. Lim | X+ 12|75 7. Lim X7 -2
x—»-5 | xX=5 B-x x>7 X —49 686
y’ — 16 , .
8. Sea g(y)= Entonces Lim g(y) es igual a:
y—-4 y = 9(0)

“Si te rodeas de personas que son luz,
lo verds todo mas claro”



