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UNIDAD DIDACTICA DE MATEMATICAS - TERECER PERIODO- GRADO 11°

TEMAS:

Simetria.

Funciones polinémicas.

Funciones racionales.

Funciones exponenciales y logaritmicas.
Funciones definidas a trozos.

Funciones valor absoluto y parte entera.
Operacion con funciones.

Funciones inversas.

Funciones periodicas.

Sistema de coordenadas polares.
Operacion con funciones

Conocimientos previos:

Conjuntos numéricos, numeros reales y la recta real, desigualdades, intervalos,
inecuaciones, valor absoluto, solucién de ecuaciones lineales y cuadraticas, factorizacion,
funcién, dominio, rango, representacion grafica en el plano cartesiano.

Seran trabajados en un tiempo de nueve semanas. Trabajados asi:
Temas seran trabajados por sesiones, una sesion con un tiempo de 5
horas por semana.

file:///C:/Users/Martha/Downloads/Libro.Pre Calculo - James Stewar%20(8).pdf, Este serd el libro
guia para estos temas.

https://tecevolucion.files.wordpress.com/2018/01/matematicas-11c2ba-vamos-a-aprender.pdf

Usaremos ese libro para resolver los talleres y revisar la teoria. Texto
del ministerio de educacion.

Algunos ejemplos fueron tomados de la siguiente pagina, en ella
encontraras mas ejemplos y temas para complementar.



file:///C:/Users/Martha/Downloads/Libro.Pre_Calculo_-_James_Stewar%20(8).pdf
https://tecevolucion.files.wordpress.com/2018/01/matematicas-11c2ba-vamos-a-aprender.pdf
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http://calculo.cc/temas/temas bachillerato/primero ciencias sociales/funciones/ind funciones.html

OBJETIVOS:

Reconocer la importancia del concepto de funcién dentro de la matematica y su utilizacién
para modelar situaciones de la vida diaria.

Analizar las relaciones y propiedades entre las expresiones algebraicas de las graficas de
algunas funciones.

Reconocer las propiedades de diferentes tipos de funciones
Realizar operaciones entre funciones y construir graficas.

Interpretar el comportamiento de las sucesiones y de las funciones de manera analitica.

CONTENIDOS DE APRENDIZAJE:

Se tiene en cuenta los temas trabajados en el primer y segundo periodo, que son aplicados
en todos los temas de esta unidad, también los temas de afios anteriores como son:
factorizacién, operaciones entre los nimeros reales como suma, diferencia, multiplicacién,
division, potenciacién y radicacidn.

Para tener una comprension de los temas se desarrollaran las explicaciones pertinentes y
se apoyara en talleres para una ejercitacion de las temdticas. Se complementan con videos
los cuales seran una manera de complementar las explicaciones.

Simetria
Una funcién es simétrica respecto al eje y si se cumple que:
f[-X] =f[X]una funcién que representa este tipo de simetria se denomina funcion par.
Ejemplo 1.
La funcién f(x) = x?2 es par.
Analiticamente lo podemos comprobar por que cumple
f(=x) = (—x)?

Es f(x) = x? ambas son iguales.



http://calculo.cc/temas/temas_bachillerato/primero_ciencias_sociales/funciones/ind_funciones.html
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Una funcién es simétrica respecto al origen de coordenadas

si se cumple que:

f(x) = fx):

Una funcién que representa este tipo de simetrfa se denomina funcion impar.

Ejemplo 2.
La funcién f(x) = % es impar.
Yaque f(—x) = _—1x

Que es lo mismo que —f(x) = _%

Taller N°1: Tema simetria
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Actividades de aprendizaje
Modelacion Ejercitacion
0 Completa la grafica de cada funcion, considerando o Determina si las siguientes funciones son pares 0
@ Qque esta es impar. @ impares, 0 si no presentan ninguna de estas sime-
: trias.
| ; f)=
. 2 4 1|
b - x(x -1 (x +1
0 X ) :
c fix)=x*— 3
dfix)=x*—x+x-7
b A e f(X) = \/;
¥ ffO) =208 =1 (x +)
y
7 x =
fe] K] X 2L 2x+1
h f(x) L= z
gua 2 i f(x) =1x|
P - - SIENS
Q Para cada caso, grafica una funcién que cumpla las L f)=x" - 2 +x
@ caracteristicas dadas.
; : 3 1, six>0
a. f tiene simetria par, f(2) = —5,f(—4) = 1, ysu k. fix)=10, six=0
dominio es el conjunto de los nimeros reales. -1 six<0
b. g tiene simetria impar, g(2) = —5,g(—4) = 1y
su dominio es [—10, 10]. Resolucion de problemas
¢. h no tiene simetria par ni impar, h (1) = 0, e Una piscina tarda tres horas en llenarse si se abren
h(—2)=3yD(h)=[—125]. & sus cinco grifos.

a. Escribe la funcion que relaciona el nimero de
grifos, x, con el tiempo, y, que se emplea para
llenar la piscina.

Razonamiento

o Resuelve lo que se indica en cada caso.

L 4

a. Determina si la funciéon x” + x™, dondeny m
son nimeros pares, es par, impar 0 no presenta

ninguna de estas simetrias.

b. Representa la funcion obtenida.

c. ;La funcion es par o impar?

Haz lo mismo para una funcién x” + x™ con sus Evaluacion del aprendizaje
. -

exponentes impares.
a Lee, analiza y responde.

¢ Sipara la funcion x" + x™, m es par y n es impar,
pary P

e i e st preseiiia la Runit? ® . Siel punto (m, n) estd sobre la grifica de una

funcién par, jcudl otro punto esta también so-
{Por qué crees que se utilizan los términos fun- bre la gréfica y es determinado a partir (m, n)?
cion par y funcion impar?

C

b. Si el punto (m, n) estd sobre la grafica de una

° Analiza y responde. funcién impar, ;cudl otro punto esta también
¥ ;Por qué para las funciones no se estudia la simetria sobre la grifica y es determinado a partir de
con respecto al eje X? (m,n)?

L - —
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Funciones polinémicas

La grafica de f(x) = c es una recta paralela al eje X; la gréfica de g(x) = mx + b
es una recta de pendiente m; y, h(x) = ax’ + bx + ¢ es una parabola que abre
hacia arriba, si a > 0, o0 abre hacia abajo, sia < 0.

Las funciones f, g y h se denominan funcién constante, funcién afin y funcién
cuadratica, respectivamente; sin embargo, todas ellas son ejemplos de funcio-
nes polindémicas. Las funciones f(x) = 2,g(x) = =x + 1y h(x) = 2¥ — 3 son
polindmicas.

X O] ¢ X
Ol 1 X Ol 1 X
?
' . '
Figura 2.16 Figura 2.17 Fig
Lafuncionf(x) =ax"+a _x""'+ . +ax*+ ax+a,dondea # 0
y los exponentes de x son enteros posiuvos, se denomina funcion poliné-
mica de grado n. Las constantes a, .a _,a _..a,a, sedenominan

coeficientes y a, se denomina término mdependleme El dominio de las
funciones pohnomrcas es el conjunto de los nimeros reales.

Para trazar un bosquejo de la grafica de una funcion polinémica,
Se deben hallar los cortes y los signos de la funcion.
Ejemplo 1.
La funcién f(x) = x° + 3x* — x3 — 2x?
Para los puntos de corte con el eje X, se debe factorizar
’(x+3)x+1Dx-1)=0
Hay cuatro puntos de corte con el eje x: (0,0), (-3,0), (-1,0) y (1,0).
Para los puntos de corte con el eje y:
(0,0),yaque f(0) =0

Signo de la funcion:

Se obtiene a partir de la expresion factorizada x?(x + 3)(x + 1)(x — 1)
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(—Q, “3) ("’3- —1) . (-

1,1) (1, +=)
- +

x+3) - +

(x+ 1) = = + -
. - - - -
1) = + = +

Caracteristicas de las funciones polinomicas de la
forma f(x) = x"

El recorrido de las funciones de la forma y = x', con n un numero par,
es [0, +=),

El recorrido de las funciones de la formay = x", con n un nimero impar, es el
conjunto de los nameros reales.

La grafica de las funciones polindmicas de la forma y = X", con n un nimero
par, tiene forma de parabola, similar a la funcion cuadrdtica y = x% si n es
impar, la grifica tiene una forma similar a la de la funcion cabica y = x°.

» Las funciones y = x°, donde n es un nimero par, son simétricas respecto al
ejeY.

o Las funciones y = x", donde n es un nimero impar, son simétricas respecto
al origen de coordenadas.

o La gréfica de las funcionesy = x", conn € Z, corta los ejes en (0, 0).

Ejemplo 2

Dado que las funciones f(x) = x* g(x) = x“y h(x) = x® son de la forma ooty || /

y = x", con n par se cumple que. ﬂ;,(;\ g '\ \ [ |

1. El recorrido de cada una es el intervalo 0, +). \\ I
\ | .

2. Son simétricas respecto al eje Y porque: ‘.\ ‘. “ | I
f(=x) = (=) =2 = f(x) \ || /
g(—x) = (=x)*=x"=g(x) \b /
h(=x) = (—x)* = x* = h(x)

3. Tienen forma de parabola, similar ay = x* y cortan a los ejes en el punto
(0, 0), como se muestra en la Figura 2.20.
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Ejemplo 3

Dado que las funciones f(x) = x° glx) = x* y h{x) = x", son de la forma

. p
y = x°, con n par se cumple que: J8g = x
1. El recorrido es el conjunto de los ndmeros reales. 21 ‘/

2. Son simétricas respecto al origen de coordenadas: A 9 B

fx) = (0} = —x = =)
gl—x)=(—xy= —x* = —p(x)
h(—x) = (—x)" = —x" = —h(x)

3. Las gréficas funciones g(x) y h(x) tienen forma similaray = x* y cortan a
los ejes en el punto (0, 0), como se muestra en la Figura 2.21.

USAR GEOGEBRA PARA REPRESENTAR LAS FUNCIONES POLINOMICAS.

Representa funciones polinémicas en GeoGebra
» Dbserva el procedimiento para representar funciones polinémicas hasta de grado 3.
B Haz clic en el boton =, selecciona e : — == |
la opcién “Deslizador” y haz clic so- Ab AR DALY L] N Joocf o] y -
s » " ’ g . - B 4 -
bre la Vista Grafica de GeoGebra. En Tt L R
. s as . ot
la ventana que se despliega, cambia 1) e
’ . ’ - a1 L
los valores méaximo y minimo del ‘e e s
e
intervalo por —10 y 10, respectiva- | fome SRS W
. . - oy _h-
mente. Deja el incremento en 0,1y I RS & | B
haz clic en el boton “Aplica”. B e "
En GeoGebra aparece el deslizador e
? L3N Ll Foemeste 0V
a. Construye otros tres deslizado- ‘ s TR TE e e 2
res con las mismas caracteristicas y - ) =]
némbralos como b, ¢ y d.
4
e L)
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En la barra de entrada escribe
ax’ + bx’ + cx + d y pulsa Enter. En
GeoGebra se observa la grafica de la
funcién x* + x* + x + 1, ya que to-
dos los deslizadores estan ubicados

- e B s = =

| MO Ea% WA Oeores metamamer Veses sl

(Y PSR NIC

o o ap——— PN

revm

s s s etaat

Inmere

enl.

Ten en cuenta que si ubicas un des-
lizador en 0, esto equivale a elimi-
nar el término correspondiente al
deslizador. De esta manera, podras
obtener la gréfica de funciones poli- |
nomicas de grado 0, 1,2y 3. |

|

a. ;Qué obrtienes si ubicas todos los deslizadores en 0?

b.
distintas posibilidades.

Mueve los deslizadores para cambiar el valor de los coeficientes de cada término:
observa como varfa la gréfica de la funcién polinémica y responde.

{Qué valores deben tomar los deslizadores para obtener una parabola? Escribe

. {Qué valores deben tomar los deslizadores para obtener una recta?

Taller N°2: Funciones polindmicas

Actividades de aprendizaje

Ejercitacion
o Determina cuales de las siguientes funciones son
@ polindmicas y, para estas, halla el grado y el término
independiente.

1 flx) = b. fix) = 4x'
c fix)==4x? +3x d. f(x)=20>— 4+ 1)

e Halla el dominio y recorrido de las siguientes fun-
@ ciones polindbmicas.

ay=x'+3
cy=x1+2

b. y=x"—1
d y=x'—4

Razonamiento

Determina cudles de las siguientes graficas corres-
® ponden a una funcién polindémica.

Modelacion
e Escribe un polinomio para cada caso.
® . Grado1 y corte con el eje Y en (0, 3).
b. Grado 4 y (0, 0) como punto de corte con el
eje X.

¢. Grado 3y es una funcién impar.

Resolucion de problemas

0 Las graficas de las funciones cuadraricas tienen un
@ punto maximo si abren hacia abajo y un punto mi-
nimo si abren hacia arriba. En cualquiera de los ca-

sos, tal punto se denomina vértice.

El vértice de una pardbola es el punto que tiene

; b
abscisax = —.
2a
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b

<%

Y R4
//
" \ /
0 X 0 X
C d
Y Y|, '
N\ \ /
gl
of | X 0 X

c Determina si cada afirmacion es verdadera (V) o fal-

& sa(F).
a. Una funcién polindmica con todos los expo-
nentes pares es una funcion par.

PINTIWAD PETNT W W P I R

-

Una funcién polindmica en la que todos los
exponentes que aparecen son impares es una
funcion impar.

¢. El producto de dos funciones polindémicas de
grado m es una funcion polindmica de grado m.

d. La suma de dos funciones polinémicas de grado
m es una funcién polinémica de grado m.

e. Si P(x) es un polinomio de grado impar con
coeficientes reales, la ecuacion P(x) = 0 siempre
tiene al menos una solucion real.

Funciones racionales

Una funcion f(x) de la forma f (x) = 22

00" .donde P(x}y Q(x) son polinomiosy

Q(x) # 0, se llama funcién racional.

El dominio de una funcién racional f(x) = %(Q% es el conjunto de los niime-

ros reales para los cuales Q(x) # 0.
Ejemplo 1

Las funciones

fo) =

a, Determina el signodef(x) = —x* + 2x + 1.

b. ;Cuél es el vértice de una parabola que corta los
ejes en los puntos (—1,0), (5,0) y (0, —10)?

¢. Halla el dominio y el recorrido de la funcién cua-
dratica f(x) = —x? + 2x + 3. Luego, encuentra
el vértice de la parabola correspondiente.

0 Una tenista ha lanzado una pelota que sigue una

& trayectoria dada por la formulay = 8t — t* + 16
donde t es el tiempo (en segundos) transcurrido
desde el lanzamiento y y es la altura (en metros) a la
que se encuentra la pelota.

a. ;A que tipo de grafica corresponde la trayectoria
que describe la formula?

b. ;Cuando alcanza la pelota su maxima altura?

c. ;Cudl es la altura méxima conseguida?

Evalvacion del aprendizaje

0 Halla los puntos de corte con los ejes de coordena-
#& das cada funcion polinémica y construye una tabla
de valores para trazar el bosquejo de su grafica.

a fx) =3 =5 +1
b. gx) = x* + x> — %

o Describe las caracteristicas de las funciones
* p(x) = x7 y m(x) = x" y traza el bosquejo de sus
gréficas,

3 _2x%+1
-5
3 _2x2 41

gx) =

x2—4
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El dominio de cada funcién se hallan los valores de la variable independiente que anulan el
denominador.

« Para f se resuelve la ecuacion x — 5 = 0, de donde se obtiene que x = 5.
Luego, D(f) = R — {5}.

» Para g se resuelve la ecuacion cuadratica x> — 4 = Q.
X! =4=0=x=—-20x=2
Delocual, D(g) =R — {—2,2}.

Asintotas

Asintotas de funciones racionales

Sea r la funcion racional

ax +a,_ X" o+ ax+ g

=
) b+ b " bt By

1. Las asintotas verticales de r son las rectas ¥ = a, donde a es un cero del
denommnador.

2. 1) Sin < m,enlonces r liene asintota horizontal y = 0.
5 - » - a
b) S1m = m, entonces r lene asinlota horzontal v =

¢) Sin = m, entonces rno tiene asintota honzontal.

Taller N°3: Funciones racionales
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Ejprcitacion
Determina cudles de las siguientes funciones son ra-
cionales. Justifica tus respuestas.

-1
Q Determina el dominio y las asintotas de cada una
@/ de las siguientes funciones racionales.

o
—

Modelacion

o Dibuija la gréafica de una funcién racional que cum-
@ pla con las condiciones dadas en cada caso.

X3
a.fl) = — a. Tiene una asintota vertical en x = 2 y una asin-
i Sx+3 tota horizontaleny = —1.
o 4
I b. Su dominio es D(f) = R — {1} y tiene una asin-
¢ hix) = =5 tota horizontal en y = 0.
? x* 4 20
d.jix) = Xt +7 o Relaciona cada una de las funciones de las figuras
k) 2 ¥y ® 229y 2.30 con la formula que le corresponde. Lue-
€. KiX) =

go, determina las asintotas, el dominio y la simetria
en cada una de ellas.

2
\ @ f = —=
X +3* =x+5
& glv) o= =
X —b4x + 4 hf(x)= 1
3x + 4 x—1
b, hix) = =
3x — 4
i - | ,
c =223 v
' =727 |
d. k(x) = _’isl
2x* =50 — X
2 O | Gimee==
¢ f(X)= ':-é—x— 'V
X +1 f
fLglx) = —= '
X +1 Figura 229
g hix) = —=
x +8
Rl e X Y |
X at -2 \
x =17 \
LX) = —— - B X
x* = 14x + 49 — 5 e
2x =3 P4
IR ey
2 +7x =15
k.h(x) = ——3X = ‘
x* —1000x F gura 2.30
| j(x)= +— Razonamiento
(x — 3)(x + &)x Sarniseih i
4 ) 6 Explica si puede haber alguna funcion racional cuyo
m. f(x)= o ki @ dominio sean todos los niimeros reales y, en caso
ge= afirmativo, escribe un ejemplo.
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Funciones exponenciales y logaritmicas

La funcién exponencial eslaforma f (x) = b*, siempre que b sea un niimero real positivo

distinto de 1.
Propiedades de la funcion exponencial f(x) = b*

« El dominio de f(x) = b" es el conjunto de los niimeros reales,

o El rango de f(x) es (0, +x).

» El punto de corte de la funcion f(x) con el eje Y es el punto (0, 1)
« El gje X es una asintota horizontal de la grafica de f(x).

» La funcién f(x) = b vista de izquierda a derecha asciende si b > 1, y descien-

desi0<b<1,

Ejemplo 1

Las funciones exponenciales

X

FO) = 27y g0 = (5)

Se cumple que

D(f) = R = D(g)
R(f) = (0, +) = R(g)
Lainterseccionde fy g con el eje Y es (0, 1).

f vista de izquierda a derecha asciende,
mientras gue g desciende.

Funciones exponenciales de la forma f(x) = ab*
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Las funciones de la formaf(x) = a * b",cona # 0,b > 0y b # 1, son funciones
exponenciales, cuyo dominio es el conjunto de los nimeros reales.

El recorrido de f(x) = a - b" es el intervalo (0, +%) si a > 0, o el intervalo
(—,0) sia < 0. El punto de corte de estas funciones con el eje Y es (0, a).

Ejemplo 2
En la Figura 2.32 se muestran las representaciones graficas de las funciones

fix) =2-3yglx) =2 H]

El punto de corte con el eje Y de las funcionesfy ges (0, 2) y,

D(f) = R = D(g) y R(f) = (0. +=) = R(g).
Funcion logaritmica

Una funcion de la forma f(x) = log, x, donde a # 0y a’™ = x, se conoce
como funcién logaritmica.

Ejemplo 3

Si f(x) = log,x para hallar el valor de f(1) = log, 1, se debe encontrar un
valor y, tal que 2 = 1; este valor es 0, ya que 2° = 1,

Para hallar otros valores de f(x) = log, x, se realiza un procedimiento similar.

1 1 P
f[g) = Iog‘_% = -3 f[Z): |0g‘l—)‘— = —2 j(z): |0g_2 =1

Propiedades de la funcion logaritmica
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» El dominio de la funcion f(x) = log_x es el conjunto de los nimeros reales
mayores que 0 y el rango es el conjunto de los nimeros reales.

» Para todo valor a # 0, log, 1 = 0; es decir, la interseccion con el eje X es el
punto (1, 0). La grafica de la funcion f(x) = log x no interseca el eje Y.

« £l eje Y es una asintora vertical de la grafica de f{x).

» La grafica de f(x) vista de izquierda a derecha asciende si @ > 1, y desciende Y GX) = 1684
sio<a< 1. ]
J fix) log x
Ejemplo 4 L P S
En la Figura 233 se muestran las graficas de f(x) = log, x, g(x) = log,x y O‘f ol i
h(x) = log, . x. Todas ellas se intersecan en (1, 0) y cumplen las demas pro- T
piedades mencionadas.
Taller N°4: Funciones exponenciales y logaritmicas.
r . . .y -
g"""‘"o“ Modelacién
Determina lo que se indica si f(x) = 4"y 0 Dibuja las funciones simétricas con respecto a la
®| o(x) = log, x. @ recta y = x de las funciones exponenciales de las
q Halla el dominio y el recorrido de cada funcién. - 4
¥ a. g(x) = log, (2x = 1) b. h(x) = 4"
. f(x) =4 d. r(x) =1 X"7’ 1
f&) ) og{x* -1 \x
ol a1 X
e Lee y resuelve. ]
o/ La funcion f(x) = e* es exponencial y es muy impor- a Figura 234
tante porque aparece en la descripcién de multiples b.

procesos naturales, como el crecimiento de pobla-
ciones de microorganismos.

Emplea la calculadora para elaborar una tabla de

valores y a partir de ella trazar la grifica de las si- _// .

guientes funciones. Luego, halla su dominio y su re- A B
corrido. vl
’
a.y= —le‘ b.y= 3" —1 ; Figura 2 3¢
2 0 Representa cada par de funciones en un mismo pla-

o Lee y resuelve. @ no cartesiano y con diferente color,
® [ logaritmo que tiene por base el nimero e se a f(x) =1 y 8(x) = log, x

denomina logaritmo natural, se representa como E 3

Inx = log, x y cumple que b. f(x) =log, x y g(x) = log, x

y=log xe=e'=x 2
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:Cual de las siguientes relaciones son funciones bien
definidas? Realiza la grafica de aquellas que lo sean.
Utiliza la calculadora.

a. f(x) = In(x + 1)

b. g(x) = In(—x)

°1Traza sobre un mismo plano la grafica de cada una
@ |de las siguientes funciones y de su simétrica respec-
todelarectay = x.

a.fx) = 4
c. h(x) = logx

b. g(x) = log,x
d. i(x) =7

e Dibuja las graficas de las funciones exponenciales

® [f(x) = 2%, g(x) = 3, h(x) = e* en el mismo sistema
de ejes coordenados y describe tres caracteristicas,
de las aprendidas, que cumplan todas y al menos
dos diferencias entre cada una.

@ Determina y escribe el dominio, los puntos de corte
& con los ejes y el signo de las siguientes funciones.

. () =100, (2 =16) b gx)=log;(6)

cf)=0—-x-e df(x)=1In

[x=1]
Resolucion de problemas
m Un elemento radiactivo que decae en su crecimien-
& w©f(t) después de un tiempo t
satisface la formula f(t) = 60 - 27
a. jCudl es la cantidad de este elemento al inicio
del proceso?
b. ;Qué cantidad queda después de 500 anos?
c. ;Qué cantidad queda después de 1000 anos?
d. ;Qué cantidad queda después de 2 000 anos?

¢ flx) =

y g(x)=

g

2

Comunicacion

o Completa en tu cuaderno la Tabla 2.6 indicando de
@ qué tipo es cada una de las funciones.

a. flx) = e* b.f(x) =e-x
cflx) =log(x+3) d flx)=x-In2
e fix) =4 f. flix) = x*
g f(x) = In(2x) h. f(x) = 5
Exponencial
Logaritmica
Ni exponencial
ni logaritmica

Tabia 26

@ La ley de enfriamiento de Newton establece que un
# objeto caliente se enfria siguiendo una ley exponen-
cial de acuerdo con la siguiente expresion;

Yty =L+ (L, - Le™

donde y(t) es la temperatura del objeto después
de haber transcurrido t minutos; L, la temperatura
ambiente; L, la temperatura inicial del cuerpo y k,
una constante que depende de la naturaleza del
objeto.

Con base en lo anterior, si una taza de café en una
habitacidn a 20 °C se enfria de 80 °C a 60 °C en tres
minutos. ;Cuanto tempo tardard en enfriarse a
30 °C? ;Cuanto tiempo tardara en alcanzar la tem-
peratura ambiente?
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@ Una poblacién de conejos crece un 1,04% por dia.
# Define una funcidon que describa el nimero de co-
nejos después de t dias, con una poblacion inicial de

500 conejos.

@ La férmula de interés continuo compuesto es
& A(t) = Pe*, en donde A(t) es el interés obtenido
después de t anos, P es la cantidad inicial invertida
y r es la tasa de interés. ;Cudl es el dominio y punto

de corte con el eje Y de A(t)?

@ La Tabla 2.7 muestra el nimero de peces, P, que hay
& en un estanque al cabo de t meses.

t 0 1 2 3 4 5
P 25 43 75 130 224 387

a. Encuentra la funcién que modela esta situacion.

b. ;Cudnto tiempo, aproximadamente, se necesita
para duplicar en cualquier momento la pobla-
cion de peces que hay en el estanque?

. jAl cabo de cuanto tiempo, aproximadamente,

) se llegard a una poblacion de 1000 peces?

Funciones definidas a trozos

Evalvacion del aprendizaje
n

0 Las amebas son seres unicelulares que se repro-
# ducen partiéndose en dos. Supongamos que las
condiciones de un cultivo son tales gue las ame-
bas se duplican aproximadamente cada hora, y
que inicialmente solo hay una ameba. Calcula el
numero de amebas que habra después de 1, 2, 3
y 4 horas. Construye la tabla de datos correspon-
diente, escribe la expresion analitica de la funcion
que define el crecimiento de la poblacidon de ame-
bas, traza el bosquejo de su grafica y describe tres

de sus caracteristicas.

“  Una bacteria en un ambiente favorable produce

4,7 X 10" bacterias en un dia. Define la funcion

que describa el nimero de bacterias después de t

dias, con una poblacion inicial de 1000 bacterias.

« ;Crees que el crecimiento exponencial de las

bacterias ayudan a los procesos de biorreme-
diacion? Justifica.
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De la tabla se deduce la expresién que permite definir la funcion:
20 +5x,510 < x <50
y=f(x)=1{ 20+4,5x,5i50 = x <100
25+ 4x,six =100
donde los precios estan dados en miles de pesos.
Como se puede observar, esta funcion viene dada por una formula distinta

para cada una de sus partes.

Las funciones definidas a trozos estan definidas aplicando diferentes for-
mulas a las distintas partes de su dominio.

Comportamiento de f en valores proximosax = 0y x = 50

x>0 x <50 x>50
f(05) =20 + 5(05) = f(495) =20 +5(495) =  f(505) = 20 + 4,5(50,5) =
$225 $ 2675 $ 247,25
fl01) =20+ 5(01) = f(499) =20 + 5(499) =  f(50,1) = 20 + 45(50,1) =
$205 § 2695 $ 245,45
f(001) =20 + 5(0,01)  f(49.99) = 20 + 5(49,99) f(50.01) = 20 + 4,5(50,01) =
= 52005 = 5 269,95 $ 245,045

Tabla 28

Comportamiento en valores proximos a x = 100
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Comportamiento en valores proximos a x = 100
x <100 x> 100
f(99.5) = 20 + 4,5(99.5) = §$ 467,75 f(100,5) = 25 + 4(1005) = S 427

£(99,9) = 20 + 4,5(999) = S 469,55 £(100,1) = 25 + 4(1009) = $ 425,4
f(99.99) = 20 + 45(99,99) = $ 469,955  f(100,01) = 25 + 4(10099) = $ 425,04
Tabla 29

Todos los precios estén dados en miles de pesos

En esta funcion hay tres puntos de discontinuidad: en x = 0, en x = 50 y en
x = 100. Si se acerca a 0 tomando valores mayores, por la derecha, tiende a 20;
si se acerca a 50 tomando valores inferiores, por la izquierda, la funcién tiende
a 270 y si se acerca tomando valores superiores, por la derecha, tiende a 245.
Cuando x se acerca a 100, la funcion tiende a 470 y a 425 seglin se tomen valo-
res por la izquierda o por la derecha de 100, respectivamente.

y (en miles de pesos)

Con esta informacion se traza la grafica teniendo en cuenta que los puntos de
discontinuidad deben representarse con un punto abierto, cuando el valor no
haga parte de los intervalos definidos en la funcién. En la Figura 2.36 se observa
la gréfica de la funcién.

A partir de la gréfica se observa que D(f) = (0, + ).
De otro lado R(f) = (20, + ).
La funcién f no corta ni al eje X ni al eje Y.

Ejemplo 1
Para graficar la funcién f(x), se analizan los intervalos en los que estd definida. .
=T x<—3 )
- N
=X S =ASNE2 A0 T
f=1 > el =
2X—4 i X
,Six >2 / 1
¥ 2
o El primer intervalo es {—oe, —3). La funcion es la rectax — 1.

« En [—3,2), la gréfica corresponde a una parabola que abre hacia abajo.
« En (2, =), la representacion grafica es una curva ascendente.

Observa que en el punto (2, 1) de la grafica aparece un punto relleno. Esto
es debido a que el intervalo [—3, 2] es cerrado en 2. De otra parte el punto
(2, 0) de la grafica se ha representado con un punto vacio, debido a que el
intervalo (2, + o) es abierto en 2. Observa la Figura 2.37.

Taller N°5: Funciones definidas a trozos.
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Ejercitacion

o Representa las siguientes funciones e indica los in-
w tervalos en los que asciende y desciende.
2x +3,six <1
a f(x)=1 ¥ +2x+2,si1=x=<2

—3,51x>2

—2x—3,six<—2
X5 5—2=x=2

b.g(x) =
=R oA X252

Razonamiento

@ cion cuya grafica se muestra en la Figura 2.38,

Y

o~

e Encuentra y escribe la expresion analitica de la fun-

el

Resolucion de problemas

o Escribe los intervalos en los que, vista de izquierda
& a derecha, la funcion de la Figura 2.39 asciende y
aquellos en los que desciende.

Y

Evalvacion del aprendizaje

O Un médico cobra las consultas de acuerdo con su
& duracion, asi:

« Hasta 6 minutos, cobra $ 50000.
« Entre 6 y 15 minutos cobra $ 80000.

« Por encima de 15 minutos cobra $ 80000 mas
$ 5000 por cada minuto adicional a los 15
mMinutos.

1. Describe su dominio y su recorrido
Escribe la funcién que modela la situacion

c. Elabora una gréfica para esta situacion.

d. Calcula el valor de una consulta de 20 minutos.

\

»

Funciones valor absoluto y parte entera

Funcion Valor absoluto
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La expresion |a| simboliza el valor absoluto de un ndmero real a y representa
la distancia de a a 0. El valor absoluto de un ndmero a se define asf:
asia=>0

lal =10, sia=0
-a,sia<(

La funcion valor absoluto se define de manera similar al valor absoluto de
un numero real mediante una funcién definida a trozos.
[f ‘ —f(x)six<0

() fO)six=0

Ejemplo 1

Para dibujar la grafica del valor absoluto de una funcién, se puede di-
bujar primero la funcidon y luego se aplica una reflexion de la grafi-
ca con respecto al eje X, en los intervalos en los que el signo de la fun-
cion sea negativo. En fa Figura 240 se observa la grifica de la funcion
f(x) = x* — 6x + 5,y en la Figura 241, la gréfica de g(x) = x* — éx + 5|.
Como en el intervalo [1, 5] el signo de f(x) es negativo, se hace la reflexion de
esa parte de la grafica con respecto al eje X en la gréfica de g(x).

Funcién parte entera

La tuncion parte entera, que se representa por jix) = |XJ, €s 1a runciorn que aso- v £
cia a cada nimero decimal su parte entera, es decir, el mayor numero entero :
menor o igual que x. —
-
1 - X

Por ejemplo, f(3.45) = 3, f(0,48) = 0. :
Observa aue f{—1,28) = —2, pues —2 es el niimero entero mas proximo —1,28 0l 1

y €S Menor que este.
La funcién parte entera se puede definir como una funcién por partes, asi:

Zosi—2sx< —1 D(f) = R
={-1si-1=x<0 R =7
X
fx) 0si0=x<1 0 . ‘
fcortaal eje X en el intervalo [0, 1)
: al eje Yen (0,0).
La gréfica de esta funcion y sus caracteristicas se muestran en la Figura 2.43 FR 0.0}
fno es simétrica.
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Taller N°6: Funciones valor absoluto y parte entera

( Ejercitacion o En cada caso, escribe una expresion que modele la
o Representa las siguientes funciones e indica el do- @ gréfica que se representa.
& minioy el rango de cada una.
" 14 ¥
a. r(x) = |sx| b.q(x) = |3x + 1| ZJ P vig
|
1e
c.glx)=14x] — 4 d.h(x)=|—x*+2 | S 1 § s
glx) = [4x] () =1 ] ——% —egt-1 v
1
cjr=[-  rk0=[d+3 |
1 ; Fag
o Expresa la funcion f(x) = [2x + 6| — 2« [x — 1|
@ como una funcidn definida a trozos.

) Evalvacion del aprendizaje
1. Representa su gréfica. 3

b. Halla su dominio y su recorrido. o Un artista lanzd un nuevo album musical. Las ven-

& tas semanales x (en miles de unidades) aumenta-
ron durante cierto tiempo pero luego decrecieron
de acuerdo con el modelo: s = —2|t — 20| + 40
donde t es el tiempo en semanas,

. Determina los puntos de corte con los ejes.

Modelacion

o iCual de los siguientes enunciados se puede mode-
& larcon la funcién f(x) = 3 — 08[1 — x]? a. Grafica la funcion.
b. ;Cual es el nimero maximo de unidades ven-

1. Un estacionamiento cobra $ 3000 por la prime- .
didas en una semana?

ra hora y descuenta 5 800 por cada hora adicio-

nal de parqueo. 0 El costo por alquilar un videojuego duran-
b. Una lavanderia cobra $ 3000 por el primer kilo- o e t horas esta determinado por la funcion
gramo de ropa y 5 800 por cada libra o fraccion fit) = 2800 + 500[t).
adicional a. Determina el costo de alquilar el videojuego
¢. En la panaderia cobran % 3000 por cada libra por 2 horas y media.
de queso costefio y rebajan $ 800 por cada libra

_ b. Traza la grafica de |a funcion f.
adicional que lleve un cliente. L J

OPERACIONES CON FUNCIONES

Dos funciones fy g se pueden combinar para formar nuevas funciones f+ g, f - g, fg, f/g con
g+ 0
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La suma de f ¥ g se define mediante

(f + aix) fla) + gix)

representa la suma de los

miimeros flx) vaglx).

El nombre de la nueva funcidn es

“f 4 g." Por lo tanio, este signo +
representa la operacidon de adicidn de
funciones. El signo + del lado derecho,

Sumas, diferencias, productos y cocientes

Dos funciones fy g se pueden combinar para formar nuevas funciones f + g, f — g,
fg y flg de una manera similar a la forma en que se suma, resta, multiplica y divide
mimeros reales. Por ejemplo, se define la funcidn f + g por

(f + g)lx) = flx) + glx)

La nueva funcién f + g se llama suma de las funciones f y g: su valor en x es
f(x) + g(x). Por supuesto, la suma del lado derecho tiene sentido sélo si f{x) y glx)
estin definidas, es decir, si x pertenece al dominio de f y también al dominio de g.
Asi, si el dominio de fes A y el dominio de g es B. entonces el dominio de f + g es
la interseccion de estos dominios, es decir, A M B. De manera similar, se puede de-
finir la diferencia f — g. el producto fg. v el cociente fjg de las funciones f y g.
Sus dominios son A M B, pero en el caso del cociente se debe recordar no dividir
entre cero.

Algebra de funciones

Sean f y g funciones con dominios A ¥ B. Entonces las funciones f + g.
f — g. fa y flg se definen como sigue.

(f + g)(x) = flx) + g(x) Dominio A M B
(f — g)(x) = f(x) — glx) Dominio A M B
(fg)x) = f(ﬂﬂ'( ) Dominio A M B
(g)fﬂ Dominio {x EA M B|g(x) # 0}

El siguiente video apoyan la teoria descrita.

https://www.youtube.com/watch?v=jP1mSfUgpxw

Ejemplos:

Solucioén:

funciones.

Ejemplo1 Combinaciones de funciones y sus dominios
l -
Sean f(x) = ——yg(x) = Vx.
s el 2
a) Encuentre las funciones f + g, f = g, fg y flg y sus dominios.
b) Encuentre (f + g)(4), (f — ¢)(4). (fg)(4) y (/g)(4).

a) El dominio de f + g es la interseccion del dominio de cada una de las
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IEI SECRETARIA DE EDUCACION MUNICIPIO DE MEDELLIN 1
- 97 INSTITUCION EDUCATIVA YERMO Y PARRES iiiior

. . : _ Paralacalidad educsta
Resolucién 16322 del 27 de noviembre de 2002  Nit 811018723-8 200 2o SOl

. 1 .
Dominio de f(X) == al ser x — 2 denominador no puede tomar x =

2

Porque seria division entre cero, luego el dominio es real menos el 2,
asi: {x/x # 2}

Parag= Vx, por ser raiz cuadrada, x = 0, resolver la desigualdad.
Es el intervalo [0, )

La interseccion de {x/x # 2}y [0, ) es [0,2) U (2, o).

O también podemos escribir dominio {x/x = 0 y x #2}

Ese dominio es para todas las operaciones:

(F+8) () =) +g(x) ==+ Vx
(fF-g) () =f(x) —g(x) =— — Vx

(f8) () = () g(x) = =

(5) (x) = ;gg = (x—Z)\/E’ Para esta el dominio {x/x >0 y x #2}, es decir
cero no puede ser por ser denominador.

Ejemplo 2.

Dadas las funciones f(x) = 3x-5 y g(x) = 2-x2, Hallar el grafico de la
funcién f + g.

Dominio son los numeros reales, por ser fy g funciones polindmicas.
(f+g) (x) = 3x-5+2-x2

(f+g) (x) =-x2+3x-3

. _ —b -3 3
Por ser parabola, encuentro el vértice que es x = %a luego es ==

~

VN

I

| &

N——
[l

~

N/—\

N | W

N—

~

VN

N— ~— Q
I
1
/N
N | W
N——
+
w
/N
N | W
1
w

~
VN
NjwN|lw N

_— 3 -3
Veértice es (—,—)
2’ 4

Intercepto eje X, y = 0, -x2+3x-3 = 0, factoriza
No factoriza usamos formula general
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—b + Vb? — 4ac
X =
2a
~3+ /9 4(-1)(-3)
X =
2(-1)
—3+/=-3 , . . .
X =———, no es un nuamero real, lo que significa que no tiene

intercepto con el eje x.

Con el eje y, x=0 luego, y = -3.
SRS Q
HE *

A. Funcion compuesta
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Composicion de funciones

Dadas dos funciones f y g, la funcidn compuesta f - g (denominada también
la composicion de f v g) estd definida por

(feg)lx) = flglx))

El dominio de f = g es el conjunto de todas las x en el dominio de g tal que g(x)
esti en el dominio de f. En otras palabras (f = g)(x) se define siempre que gix) y
flg(x)) estén definidas. Se puede ilustrar f = g por medio de un diagrama de flecha
(figura 4).

B glx) flgix)

Figura 4
Diagrama de flechas para f =g

Ejemplo3 Determine la composicion de funciones

Seaf(x) =x* y glx) =x—3.
a) Encuentre las funciones fo gy g° f y sus dominios.
b) Halle (f = g)(5) y (g = f)(7).

Solucion
a) Se tiene
después eleva \l.l cuadrado; la funcién (F = 9)(x) = flo(x))
g © f primere eleva al cuadrado y luego =flx—3)
resta 3 :
=(x—3)?
y g = )ix) = g(flx))
=g()
= -3

Los dominios de feg y g fson R.
b) Se tiene

(Fo9)(5) = flg(5) = f(2) =2 =4

(g° N)(7) = g(f(7) = g(49) =49 — 3 = 46 E

Del ejemplo 3 se puede ver que. en general, f =g # g = f. Recuerde que la nota-
cidn f = g significa que la funcidn g se aplica primero y después f.
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Ejemplo4 Determine la composicion de funciones

Sif(x) = V}y glx) = %2 — x. encuentre las siguientes funciones y sus dominios.

a) fog bygef c) fof d) geog

Solucion

a) (f=g)(x) = flglx)) e g
= f(V2 —x) ¢
R .
=v2—x

El dominio de frges {x|2 —x =0} = {x|x = 2} = (—o0,2].

b) (9= F)(x) = a(f(x)) Defricidn de g
=gl \;T] Defiticidn de F
= V2 -V Definicidn de g

Las grificas de fy g del ejemplo 4, asi : 2 m iy .
R Para que /X esté definida, se debe tener x = 0. Para que V'2 — V/x esté

definida, se debe tener 2 — VX = 0, es decir, Wx = 2. o bienx = 4. Asi, se
tiene [} = x = 4, por lo tanto el dominio de g = f es el intervalo cerrado [0, 4].

como feg, gef, fof,ygeog, se moes-
tran a continwaciton. Esias grificas indi-

can que la operacion de composicidn

puede producir funciones bastante c) (f = £)(x) = flF(x)) Definicidn de F

diferentes de las funciones originales.
= ﬂ \-"1.} Definicidn de F

\ =V vy Definicidn de
: - = ¥

El dominio de f= fes [0, oc).

d) (g = g)(x) = ala(x)) Definicidn de g © g
= g(VI=%) Definicién de g
=V2—VT—x  Definicién de 4
Esta expresion se define cuando 2 —x =0y 2 — %2 — x = (. La primera
H"‘". feg desigualdad significa x = 2, y la segunda es equivalente a V2 —x = 2, 0
L\ 2—x=4 o0x= -2 Porlotanto, —2 = x = 2, asi que el dominiode g = g
es [—2, 2] ]

Es posible tomar la composicidn de tres o més funciones. Por ejemplo, la funcion
compuesta f = g = h se encuentra al aplicar h, luego g v después f como sigue:

(feg=h)ix) = flg(hlx)))

Ejemplo 5 Una composicion de tres funciones g
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Taller N°7: Operacidn con funciones
Tomado de: Precalculo de Stewart, Redlin y Watson, quinta edicion
1-6 ® Encuentre f + g, f — g, fg ¥ ffg v sus dominios.

L fix) =x -3, gix) =x*

. flx) =27 4+ 2x, gix) = 37 |

2
3 flx) = Va4 —2% glx)=v1+x
4 fix) = V9 -2 glx)=Vii-4

.
5 fix) = - x) =
fix) x gl i+ 4

6. f(X) = 2/x+1, g(x) = x/x+1

Suponga que f tiene dominio Ay g tiene dominio B.
¢Cual es el dominiode f + g?

¢Cual es el dominio de fg?

¢Cual es el dominio de f/g?

0T N

Taller N°8. Cociente entre funciones y funcién compuesta:

Tomado de matematicas de 11° Ministerio de Educacion Nacional

) Halla los dominios que se indican, dadas
flx)= J;,g(x) =x+3yh(x)=x—5.

s a(X) :
Dominio de )— : Dominio de fe g.
f(x) ‘
Dominio de g Of_ Dominio de f“f

| Realiza las operaciones y determina el dominio de
et ’ § r
glx) =yx +3y

-~ 02 r/ X
cada funcion si f(x) = — ;
¥4
h(x} = x? — 4.

g_ foa
'» J o

J

oo f feao
g°] fegoh

Taller N°9: Funcidn compuesta
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1. Use f(x) =3x -5y g(x) = 2 — x? Para evaluar la expresion.
. f(g(0)

b. f(f(4))

c. (fog)(-2)
d. (fog)(-1)
e

f

g

Q

(gof)(-2)
(g of) (x)
(fog) (x)

B Use las grdficas de f v g para evaluar la expresion.

v

N
0 \I/ |

f(g(2))
g(f(0))
(gof) (4)
(fog)(0)

o 0 T W

Funciones uno a uno y sus inversas
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Funciones uno a uno

Compdrense las funciones v g cuyos diagramas de flecha se muestran en la figura
1. Hay que observar que f nunca toma el mismo valor dos veces (dos nimeros cua-
lesguiera en A tienen imdgenes diferentes), mientras que g toma el mismo valor dos
veces (tanto 2 como 3 tienen la misma imagen, 4). En simbolos, g(2) = g{3) pero
flx,) # flx,) siempre que x, # x,. Las funciones que tienen esta dltima propiedad
se llaman une a uno.

A B A B

e 4 2-\_________;-4
lw-ﬂ. l\_______ﬂ_,"z
f g
Figura 1 fes uno a uno g N 85 Lo 3 uno

Definicidén de una funcién uno a uno

Una funcién con dominio A se llama funcién uno a uno si no hay dos ele-
mentos de A que tengan la misma imagen, es decir,

flx) # f(x2)  siempre que x; # x»

Una forma equivalente de escribir la condicién de una funcion uno a uno es ésta:

vi Si f{x,) = f(x,), entonces x, = x,.

ﬂ_ fix 51 una recta horizontal cruza la grifica de f en mds de un punto, entonces se puede
P ! observar en la figura 2 que hay nimeros x, # x, tales que f(x,) = fix,). Esto signi-
/ 1 :\ fica que f no es uno a uno. Por lo tanto, se tiene el siguiente método geométrico para
EJF‘:-"I' : fixs) determinar si una funcidn es uno a uno.
1 I

0| ¥ ¥ .
" " Prueba de la recta horizontal

Figura 2 Una funcidn es uno a uno si y sdlo si ninguna recta horizontal cruza su pri-
La funcidn no s uno a uno porgue fica mds de una vez.

flay) = flxy).
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¥ ] Ejemplo 1 | Decidir si una funcién es uno a uno
/ ;La funcidn f(x) = x* es uno a uno?

t Solucion 1 8ix, # x,, entonces x] # x3 (dos mimeros diferentes no pueden
tener el mismo cubo). Por lo tanto, f{x) = x* es uno a uno.

0 1 X

:' - Solucion 2  En la figura 3 se puede observar que ninguna recta horizontal cruza

la grifica de f{x) = x* mis de una vez. Por lo tanto, mediante la prueba de la recta
horizontal, f es uno a uno. ]

Observe que la funcidn f del ejemplo | es creciente y también es uno a uno. De
hecho, se puede probar que teda funcidn creciente v toda funcidn decreciente es
LA R,

Figura 3
flx) = x” es uno a uno.

Ejemplo2 Decidir si una funcién es uno a uno
;La funcién g(x) = x* es uno a uno?

Solucion 1  Esta funcién no es uno a uno porque, por ejemplo,

T gll)=1 'y g(-1)=1

y, por lo tanto, | v —1 tienen la misma imagen.

— — Solucion 2 De la figura 4 se puede observar que hay rectas horizontales que
0] 1 x cruzan la grifica de g mds de una vez. Por lo tanto, por la prueba de la recta hori-
zontal, g no es uno a unao. ]
Figura 4
flx) = x* no es uno a uno. Aungue la funcion g del ejemplo 2 no es uno a uno, es posible restringir su do-
minio de modo que la funcion resultante sea uno a uno. De hecho, si se define
Figura 4
flx} = x"no es uno a uno. Aunque la funcién g del ejemplo 2 no es uno a uno, es posible restringir su do-
minio de modo que la funcidn resultante sea uno a uno. De hecho, si se define
hix)=x% x=0
! / entonces h es uno a uno, como se puede observar en la figura 5 y la prueba de la recta
horizontal.
Ejemplo3 Mostrar que una funcion es uno a uno g
I +
Muestre que la funcidn f(x) = 3x + 4 es uno a uno.
0 1 T
Solucion
Figura 5 Suponga que hay nimeros x, v X, tales que f(x,) = f{x.). Entonces
flx) = x* (x = 0) es uno a uno. 3o, +4 =3, +4 Supanga que fx) = f(x;)
3x, = 3x, Fests 4
X =X Divida entre 3

Por lo tanto, fes uno a uno. ]
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{'.\FHJIIL‘[][L‘.
I Sea f una funcidn uno a uno con dominio A y rango B. Entonces su funcidn
£~ no significa Y inversa f_l tiene dominio B y rango A y estd definida por
(%)
. L -
El reciproco 1/f(x) se escribe como f U) =xr o= ‘ﬂx} =Y
(flap~ para cualquier y en B.

Esta definicidn establece que si f envia x a v, entonces f ' envia a v de nuevo a x.
{Si f no fuera uno a uno, entonces f~' no estaria definida de manea tinica.) El dia-
grama de flechas en la figura 6 indica que f~' invierte el efecto de f. De la definicidn

se tiene
dominio de f ' = rango de f
rango de ! = dominio de f
Figura 6 Ejemplo4 Encuentre f ! para valores especificos

Sif(1) =5, f(3) = Ty f(8) = —10encuentre f~'(5), F(7), y f'(—10).
Solucién De la definicidn de £~ se tiene
“(5)=1  porque  f(1)
7)=3  porque  f(3)=
f(-10)=8  porque  f(8) = -
En la figura 7 se muestra cémo £~ invierte el efecto de f en este caso.

A B

B

Propiedad de la funcion inversa

Sea funa funcién uno a uno con dominio A y rango B. La funcidn inversa
f ! satisface las siguientes propiedades de cancelacidn.

Ff(x) =x  paratodaxend
f{.f_]{ﬂ}:-l' para toda x en B

A la inversa, cualquier funcidn f ' que satisface estas ecuaciones es la in-
versa de f.
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Estas propiedades indican que f es la funcidn inversa de ', por lo tanto se dice
que fyf ~! gon inversas entre si.

Ejemplo5 Verificar que dos funciones son inversas

Muestre que f(x) = x* v g{x) = x'” son inversas entre si.

Solucion Observe que el dominio y el rango de f v g es K. Se tiene
g(f(x)) = g(x*) = (x*) =
flg) = S = (1B = x

Por consiguiente, por la propiedad de las funciones inversas, f v g son inversas en-
tre si. Estas ecuaciones simplemente expresan que la funcidn cibica y la funcidn
raiz cibica, cuando se componen, se cancelan entre si.

X

Ahora se examinard como se calculan las funciones inversas. Se observa primero
de la definicién de ' que

= fly)=x

¥ = flx)

En consecuencia, si v = flx) y si se puede resolver esta ecuacidn para x en términos
de v, entonces se debe tener x = f~'(v). Si luego se intercambian x vy v, se tiene
v = f'(x). que es la ecuacidn deseada.

Coémo hallar la inversa de una funcién uno a uno

1. Escriba vy = f{x).
2. Resuelva esta ecuacidn para x en términos de v (si es posible).

3. Intercambie x y v. La ecuacion resultante es v = f'(x).

En el gjemplo 6 observe como f
invierie el efecto de f. La funcidn f
es la regla “multiplicar por 3, luego

-

restar 27, mientras que f es la regla

“sumar 2, luego dividir entre 37

Hay que observar que se pueden invertir los pasos 2 v 3. En otras palabras, se
puede intercambiar x y ¥ primero y luego resolver para y en términos de x.

Ejemplo6 Como determinar la inversa de una funcién

Encuentre la inversa de la funcién f(x) = 3xr — 2.

Compruebe su respuesta

Se usa la propiedad de la funcidn

inversa.

FUA) = F' (3 = 2)

(3 -2)+2
N 3
I
=3=x
.
ftf"(x}]=f(";‘)
_3(1*2)_1
- ] 3
=x+2=2=x

Solucion Primero se escribe y = f{x).

y=3-2

Luego, de esta ecuacidon se despeja x:

Ix=y+2 Tie 2
L S .
X 3 Vivida entre
Por idltimo, se intercambian x y v:
_x+12

x+2
3

v Por lo tanto, Ia funcién inversa es f '(x) =
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En el gemplo 7 obeerve como |~ m Ejemplo7 Hallar la inversa de una funcion 9
vierte el efecto de f. La funcidn fes la .
regla “tome la quinta potencia, reste 3, . .. =3
luego divida entre 27, mientras que Encuentre la inversa de la funcién f{lj h 7
es la regla “multiplique entre 2, sume 3, N ) i . ]
luego tome la raz quinta”. Solucion Primero se escribe v = (x° — 3];“2 vy se despeja x.
-3
y= Ecua jue define la fur
Compruebe su respuesta 2
Se emplea la propiedad de la funcidn Zy=x"—3 Multiplique per 2
inversa.
= v+ 3 Sume 3
-1 fx -3 15
) = 17— x=(2y +3)  Tomelas raices quintas
- [3(-"‘ ~ 3) + R]H Luego se intercambia x y v para obtener v = (2r + 3)"7. Por lo tanto, la funcidn
2 inversaes f '(x) = (2x + 3)¥5 [
=[x -3+ 38 L . ) . .
El principio de intercambiar x y ¥ para encontrar la funcion inversa también pro-
=) =x porciona un método para obtener la grifica de f ' a partir de la grifica de f. Si
fla) = b, entonces f~'(b) = a. Asi, el punto (a, b) estd sobre la grifica de fsiy sélo
FUF) = f{(2x + 33 si el punto (b, a) estd sobre la grifica de ', Pero el punto (b, a) se obtiene del punto

[(2x + 3)5F - 3 (@, b) al reflejar en la linea v = x (véase figura 8). Por lo tanto, como se ilustra en la
= figura 9, lo siguiente es cierto.

2
= w La grifica def" se obtiene al reflejar la grifica de fen la recta y = x.
21
=22y v ) )
2 ' '1T ¥y=x "T f‘ y=x

La grifica de f ' se obtiene al reflejar la grifica de fen la recta y = x.

kb, a)
-r'-l

17

——

(2, B)

Figura 8 Figura 9
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v =) Ejemplo8 Encontrar la inversa de una funcién

a) Bosqueje la grifica de f(x) = Vx — 2.

b) Use la grifica de f para bosquejar la grifica de f~'.

¢) Encuentre una ecuacion para f~ L

Solucidn

a) Con las transformaciones de la seccidn 2.4, se bosqueja la gréfica de

i i i i o Tl L i 4

T \I T v = Wx — 2al trazar la grifica de la funcién y = Vx (ejemplo 1(c) en la sec-
— cién 2.2) ¥ moverla a la derecha dos unidades.

b) Lagrificade f ' se obtiene de la grifica de f en el inciso a) reflejindola en la
‘igura 10 recta ¥ = x, como se muestra en la figura 10.

¢) De y = “x — 2 despeje x, notando que y = (.

Vx— 2

I
-

x— 2=y

x=y +2 y=0

En el ejemplo 8 se puede observar Intercambie x y v:

como f invierte el efecto de f. La \ . )
funcidn fes la regla “reste 2, luego y=an T =0
ome la raiz cuadrada”. mien . - p 2 :
tome la raiz cuadrada”™, mientras que Por consiguiente, fFiixy=x+2, r=10

! es la regla “eleve al cuadrado,

después sume 27, Esta expresion muestra que la grifica de " es la mitad derecha de la paribola

¥y= X' +2 ¥. de la grifica mostrada en la figura 10, esto parece razonable.

Taller N°9: Funciones inversas

Tomado de matematicas de 11° Ministerio de Educacion Nacional
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o Decide si las funciones que se representan ensegul-
& da tienen inversa y si es asi, traza el bosquejo de su
grafica.

a Determina si cada una de las siguientes funciones
» tiene inversa. De ser asi, escribe su expresion analiti-
ca, halla su dominio y recorrido y traza el bosquejo

de su grafica.

1f[)<‘) =2x -3
P
b. f(x) o
C f(X) =X2 + 2

-
.

df(x}=—53—+3
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o Lee, analiza y responde.

® .Sl imagen de 0 mediante una funcién fes 3,
;qué se puede afirmar de la imagen de 3 respec-
to a la funcion inversa de f?

. iPar gueé las funciones que determinan parabo-
las no tienen inversa’

¢. iPor qué la funcién f(x) = |x| no tiene inversa?

Ejercitacion

OCalcula lo que se indica, si flx) =

-
Y

+3

o g(x)=5-2x. :

a. fY{x) b. £~(3)
c. g7'x) d. g7(2)

e Caleula, cuando sea posible, las funciones inversas y
& los dominios de cada funcion.

N v 0, . o X ac: B33 %
L f(x) = T b. g(x) = 4x* —1
c. h(x) = logx d. t(x) = 5

Taller N°10: Funcidn uno a uno; prueba de la recta horizontal

Tomado de: Precalculo de Stewart, Redlin y Watson, quinta edision
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1-6 ® 3¢ dala grifica de una funcidn f. Determine si f es uno

o .

L. ¥ ;/ 2, ¥
1] X \[]- X

3 Vi 4. Vi
— 4/
/| / .
[1] X / [1] X

5. Y . ¥y
0 x oL~ X

—_ /

7-16 ® Determine si la funcidn es uno a wno.

-

Ix 4+ 4 B flx) = 3x

10 glx) =

7. flx) =

0, g(x) = Vi T

11. f#ix) = x* — 2x 12, hix) =2+ &
13. fx) =x*435
14. fix) = 245 0=x=2

16. f(x) = 1

X

1
15. f(x) = =

Taller N°11: Funciones inversas

Tomado de: Precalculo de Stewart, Redlin y Watson, quinta edisidn




e

el

SECRETARIA DE EDUCACION MUNICIPIO DE MEDELLIN

INSTITUCION EDUCATIVA YERMO Y PARRES

Resolucién 16322 del 27 de noviembre de 2002

Nit 811018723-8

Reconocimiento

SERMEJOR

Paralacalidad educativa
2017 2018 2019

b) Sif '(3) =

19. Sif(x) =5

2l flx) =x— 8,

23 flx) =2x -5,

'{ "
24, flx) = —

A flxy=2x+ 1
A fix) =4+ 7

35. flx) ==
M. flx l
- fx) = r+2
I + 3x
39, flx) = ——
.l X

20. Siglx) = 2 + 4xrconx =

que f ¥ g son inversas entre si.

x
2L flx) = 3x, glx) = 3

glx) =3

T4
1 1
25, fix) ==, glx)=-
x x
26. flx) =x°, glx) = v
27. fix) =2 = 4,

=0

glx)=vx+4, xz2

17-18 ® Suponga que f es una funcidn uno a uno.
17. a) 51 f(2) = 7, encoentre f II:_T:I.
1, encuentre f{—1).
18. a) Si f(5) = 1§, encoentre f 'UE:I.
by 5i f ..|:4.:| = 2 encuentre f{2].

2x, encuentre f '|:3_:|.

2, encuenire g~ '(3).

Tarea N°12 Usando la propiedad de la funcidén inversa

Tomado de: Precdlculo de Stewart, Redlin y Watson, quinta edision
21-30 = Use la propiedad de la funcidn inversa para mostrar
glx) =x+ 6

145
glx) = ——

4x

Tarea N°13: Encuentro la funcion inversa
Tomado de: Precalculo de Stewart, Redlin y Watson, quinta edicion

31-50 ® Encuentre la funcidn inversa de f.

3 filx) =6 x
M. fix) =3 = 5x

1

3 fix)==. x=0
x
r=72

38, flx) = 32

40, flx) =5 - &°
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Funciones Periddicas

En la Figura 2.49 se observa la grifica de la funcién,

Amx.; 4 Y
i 1, 7\ ™\
131 /) \i— N o N i
2T\ \\ R omey |
114/ \ / \-+f
1 / \\/ \\.// \/
'S 1X
O% i 2 3 4
Tiempo () )

Figura 2.49

Los valores que toma esta funcién se repiten cada hora. Este tiempo que tarda

en repetirse se denomina periodo y las funciones que tienen este comporta-
miento se llaman funciones periddicas.

Una funcion f es periddica si existe un nimero T que verifica que
flx + T) = f(x), para todo x perteneciente al dominio de la funcién.

El menor niimero positivo T con esta propiedad se denomina periodo.

Ejemplo 1
Observa a continuacion el estudio de la gréfica de la funcion f(x) = “Distan-
cia de x al entero mds proximo”,

Esta funcion es periodica de periodo 1; por lo que cumple que flx +1) = f(x)
para todo x y para estudiarla basta con analizar el intervalo [0, 1). En la Figura
250 se observa la gréfica de la funcion f(x) en tal intervalo.

1 1
X, sil<x< -

~N

fx) =
I=x, si=<x<1
2

o] 1 X

Fgura 2.50

La gréfica de la funcion en todo R se representa en la Figura 251.




l SECRETARIA DE EDUCACION MUNICIPIO DE MEDELLIN
e

INSTITUCION EDUCATIVA YERMO Y PARRES SERMEJOR

‘*\\,. ,j“ Resolucién 16322 del 27 de noviembre de 2002 Nit 811018723-8

2017 2018 2019

Ejemplo 2
Observa la representacién de funcion fix) = (x — [x])’ parax = 0. L4 o 53
3 x) = {x = [x])°
El periodo de esta funcion es T = 1, ya que f (x + 1) = f (x). En consecuencia, 2 I A o W
se puede limitar el estudio al intervalo [0, 1). e ‘/ A i S
En dicho intervalo, la grafica de la funcién asciende, corta cada uno de los Bl A
ejes Xy Y en el punto (0, 0) y no es simétrica ni con respecto al eje Y (asi que |
no es par) ni con respecto al origen (asi que no es impar). g2,
Taller N° 14: Funciones periodicas
-~ . -
Razonamiento Resolucion de problemas
0 Indica si la funcion de la Figura 2.53 es periodica. En o Demuestra que si una funcion es periddica, de pe-
@ caso afirmativo, determina su periodo. @ riodo T, se verifica que f(x + 3T) = f(x).
Y ; X Evaluvacion del aprendizaje
.
i . i i @ cn la Figura 2555 se observa la funcion que descri-
3l X & be el movimiento de un péndulo.
Figura 253 Y =
a Observa la funcion periodica de periodo 5 en el in-
> tervalo [ —4, 4] 1
y i X
0 1
1 \f 5 1. ;La funcidn que modela este movimiento es
\.{ } X periddica? Silo es, jcudl es su periodo?
s o[ b. ;Para qué valores de t el péndulo alcanza su
—— altura maxima?
1. ;En qué puntos del intervalo [—10, 15] cortara il:ara P valo:es detel pendilaaicanzasy
la grafica al eje X? L SRS J
b. Estudia el signo de la funcion en el intervalo a8 sa\udable
[—6.8] 9\
o
o La funcion f(x) asocia a cada namero real su parte %09
& decimal; por ejemplo, f(2,6) = 06 f(—4.2) = 0.2 ,qé'
a. Dibuja su grafica. Cada vez que vas a dormir inicias un periodo
b. ;Esta funcion es periddica? En caso afirmativo, g en el que te recuperas y relajas fisica y
T _ mentalmente.
indica su periodo. S A 2
4 sulta en tiempo alcanzas una relaja-
C ?
¢. Cual es su dominio? cion mental y busca la grafica que representa
las etapas de un ciclo de suefio.
Funciones trigonométricas.
Funciones seno y coseno
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Para la funcién f(x) = senx se verifica que sen(x + 21r) = senx y para la funcién
g(x) = cosx se cumple que cos(x + 21r) = cosx; por lo tanto, el periodo de las
funciones trigonométricas seno y coseno es T = 21 y basta representarlas en el
intervalo [0, 27r) para luego ir copiando cada trozo de la gréfica a ambos lados
de dicho intervalo segln el periodo.

En la Figura 2.56, la grafica de color rojo corresponde a f(x) y la de color verde
corresponde a g(x).

= 1
~
~ >
S
.
>

- —_ e\ X
-3% - 17\-\ -7 9 LAY LAV | 4 ?/ n 5%  3m ‘
A \ fr— — \ T— \

R W 2\ \ /2 2
\ X / \ \ / \*\
< \/— 14 o O N

; « Como tanx = ™ ng esti definida cuando cosx = 0, es decir, en los valores
o4  tanx Cosx

delaformax, = g + kr, siendo k cualquier entero porque en dichos valores

se anula el denominador, entonces su dominio es R — {XA}

B

» El recorrido de la funcién tangente es el conjunto de los nimeros reales (R)
sen(x + ‘ﬂ') - —SenxX __ tanx
cos(x + ) —Cosx ’

y su periodo es T = mr, pues tan{x + m) =

Figura 257 » Lasrectas x = % + kr son asintotas verticales.

« Es una funcion impar, ya que tan(—x) = —rtanx.

En la Figura 2.57 se observa la gréfica de la funcion tangente.

Funcion cotangente
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T N R _
« Como cotx = G Noestd definida cuando tanx = 0, es decir, en los valo-
res de la forma x, = k, siendo k cualquier entero su dominio es B — {x}.

El recorrido de la funcion cotangente es R.

Su periodoes T = .

Las rectas x = kv, con k € Z, son asintotas verticales.

« Aligual que la tangente, se trata de una funcién impar.

La gréfica de la cotangente se observa en la Figura 2.58.

f(x) = cotx
T

I R

Funcidn cosecante y secante

1 . .
Al ser cosecx = y secx = — , las propiedades de las funciones cosecante fix) = cosecx
COSX . ' ‘.

senx
y secante se pueden deducir a partir de las propiedades de las funciones seno
y coseno, respectivamente, P s l

« La funcién cosecante no esté definida cuando senx = 0, es decir, en los va- T
lores de la forma x, = k, siendo k cualquier nimero entero, k € Z. Porlo | 2
tanto, su dominio es R — {x,}. 5 i 1 e

De forma andloga, la funcion secante no esta definida si cosx = 0, es decir, en

los valores de la forma x, = (—2% ,siendo k € Z. Sudominio es R — {X;}~ fix) = secx

El recorrido de ambas funciones es R — {(—1, 1)}. - f

Su periodo es T = 2. —_— = = X

La funcién cosecante presenta asintotas verticales en las rectas x = kmr, con ' .
i
ke Z L l

FREE
——NLS"

» Las rectas x =
secante,

@k+DT on k € Z son asintoras verticales de la funcién
2

Son funciones simétricas. La funcion cosecante es impar, como el seno, mien-
tras la funcion secante es par, como el coseno. Sus graficas se observan en las
figuras 2.59 y 2.60.

Taller N°15: Funciones trigonométricas.

1.
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Evalvacion del aprendizaje

.
a Dibuja la grafica de cada una de las siguientes fun-
& ciones trigonometricas y determina su dominio, su
paridad, su periodo, sus asintotas (si las tiene) y las
intersecciones con los ejes de coordenadas.

fix) = —05senx — 05
). fix) = (senx + cosx)’
. fix)= (tanx - -g-)
L fix) = —cot(x — =)
e. fix) = 2|senx| — 2
L f. fix) = sec(x — )

o Determina y escribe el periodo de las siguientes fun-

& ciones,
1. flx) = sen(4x) b. f(x) = cos(Sx + )
c. f(x) = tan é d. fix) = cot(2x)

Modelacion

o Representa las grificas de las siguientes funciones

# uigonomeétricas. Para ello, primero determina su
dominio, su recorrido, su periodo v sus puntos de
corte con los ejes.

a.f(x) = sen(3x) b. fix) = Scosx

X

¢ flx) = cou(2x) d. fx) =2 + 3cos :

e. flx) = senx + cosx [ g(x) = serw — sen2x

Sistema de cooredenadas polares.




INSTITUCION EDUCATIVA YERMO Y PARRES sg}w

Resolucién 16322 del 27 de noviembre de 2002 Nit 811018723-8

l SECRETARIA DE EDUCACION MUNICIPIO DE MEDELLIN
vr‘nﬁ(’,‘ 3
|

2017 2018 2019

Para determinar las coordenadas polares que se denotan por (r, ), del punto
(12, 5), dado en coordenadas cartesianas, se debe ubicar el punto P, construir
el tridngulo rectangulo correspondiente y hallar su hipotenusa junto el angulo
que forma con el eje X. Observa la Figura 2.61.

Después de construir el tridngulo, se calcula la hipotenusa utilizando el teore-
ma de Pitagoras.

r=12+5 Y

r= 12" +¢
r= \/@ =13
5

Comotan f = 7 entonces

5
0 = arctan| — | = 22,6°
12

Por lo tanto, las coordenadas polares de P son (13; 22,6°) aproximadamente.

En coordenadas polares un punto P(r, 8) queda determinado por los niimeros:
« 1, que es la distancia del punto P al origen de coordenadas o polo, O.

+ 0, que es el angulo, en radianes y comprendido entre 0 y 2, que forma el
segmento OP con la parte positiva del eje X, denominado eje polar.

Las coordenadas del polo son O(0, 0).

Conversion entre coordenadas cartesianas y polares
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Si un punto tiene por coordenadas cartesianas P(x, y) y por coordenadas

polares P(r, 8), se puede establecer que:

2 2 2 X
r=x+y cose=;—’x=rc059
P(f,6)= G*X P(X'y)=
e _; 5en6=x—> y =rsenb
r

Las primeras coordenadas se utilizan para pasar de coordenadas cartesianas a
polares, y las segundas, para pasar de polares a cartesianas.

Ejemplo 1

Observa como se hallan las coordenadas cartesianas del punto de coorde-

nadas polares P(3, ).

X =rcosh = 3cosm = —3

y=rsend = 3senm =0

Curvas en coordenadas polares

—— P(—3,0)

Una manera de trazar la grafica de una ecuacion polar consiste en transformar-

la a coordenadas cartesianas.

Ejemplo 2

La grafica de la ecuacion polar r = 3 consta de todos los puntos que se ‘

encuentran a tres unidades del polo. En otras palabras, esta grafica es un "//‘:\\,
circulo que tiene su centro en el origen y radio 3. (Figura 2.62) Esto se puede ; f\ . AN a
confirmar utilizando la relacion r» = x* + y* para obtener la ecuacion en i e o

coordenadas cartesianas: x* + y* = 37,

Taller N°16: Sistemas de coordenadas polares

—

Ejercitacion

@ tos que tienen coordenadas cartesianas.

a.P(1-43) b.A(3,3)
¢.C(~1,0) d.8(—2,42)
e.0(3-V3) £Q(-145)

@ nen por coordenadas polares.
a P(3w) b.A (2, )

o Halla las coordenadas polares de los siguientes pun-

e Pasa a coordenadas cartesianas los puntos que tie-

Resolucion de problemas

a Pasa la ecuacion r = 0 a la forma cartesiana y traza
& la grafica correspondiente.

0 Transforma la ecuacion ¥ + y? = 4x a coordenadas
& polares. Explica el procedimiento.

0 Determina la nueva ecuacion polar de la curva
& 1 cosh send = 8, referida al mismo polo, pero cuan-
do el eje polar gira un angulo de 45°.
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o

| 3 ,
Q'),—— .81, — Evalvacion del aprendizaje
\ 4 3 -
€(0.0) D '3 347 | o Determina las coordenadas polares del vértice D
t ] { —_— ’
v ‘9 # del hexagono regular de la Figura 2.63, tomando
» como polo el punto (0,0) y como eje polar el rayo
Razonamiento oC=1.
. ; T
o La grafica de la ecuacion polar 6 = consta de : o {185
- V3
& todos los puntos sobre la semirrecta que forma un ( : )

" (0 ;
angulo de — con el eje X positivo,
- 2 -
Confirma este hecho utlizando la relacion NG
X . : e 0

tan = — para obtener |a ecuacién en coordena-

das cartesianas. \

o Halla la ecuacion en coordenadas cartesianas de ‘ : ‘

® /= sech. Para ello, recuerda que sech = .
L cosf

-ACTIVIDADES Y ESTRATEGIAS:

Explicacion de los temas correspondientes al periodo, los estudiantes deben
realizar las preguntas.

Realizaran tareas asignadas, para poder aplicar los conceptos y que ellos
tengan rutinas de estudio.

La guia permite que ellos estén siempre al dia en los temas si faltan y realizar
talleres estudiar los temas.

file:///C:/Users/Martha/Downloads/Libro.Pre Calculo - James Stewar%20(5).pdf

Se pueden apovyar en el siguiente texto

https://tecevolucion.files.wordpress.com/2018/01/matematicas-11c2ba-vamos-a-aprender.pdf

RECURSOS MATERIALES:

Guias didacticas

Libro virtual

https://tecevolucion.files.wordpress.com/2018/01/matematicas-11c2ba-vamos-a-aprender.pdf

videos.
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https://www.problemasyecuaciones.com/funciones/polinomica/problemas-resueltos-funcion-
constante-lineal-cuadratica-cubica-cortes.html

EVALUACION:

Las clases parte fundamental del proceso, estar atentos y cumplir con las normas.
Realizar los talleres propuesto en la guia para estudiar y fortalecer la tematica.
Apoyarse de las clases para resolver los talleres, junto con los compaiieros.

Cada uno se debe comprometer con su proceso de aprendizaje, con su responsabilidad.
Se realizan talleres individuales y en grupos.

Evaluaciones individuales para confrontar sus saberes.
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