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1. IDENTIFICACION:
AREA: Matematicas (matematicas operativas) GRADO: Decimo TIEMPO: 10 meses

COMPETENCIAS:

Aplico los teoremas del seno y del coseno para la solucién de problemas.

Argumento el uso de los teoremas del seno y del coseno en la resolucién de problemas.
Identifico cuales son los angulos que hacen posible que la ecuacion trigopnométrica sea
verdadera.

Resuelvo identidades y ecuaciones trigonométricas de cualquier angulo.

Resuelvo triangulos oblicuos, utilizando ley de senos y ley de cosenos.

RESULTADO DE APRENDIZAJE:

Comprender la ley de senos y cosenos en la resolucion de problemas.

Realizacién de las ecuaciones trigonométricas, hallando los angulos que la hacen verdadera.
Reconocimiento de la importancia de identificar cuando se debe aplicar la ley de senos y la
ley de cosenos en un triangulo oblicuo.

Reconocimiento de la importancia de integrar el conocimiento matematico previo y su aporte
al desarrollo y adaptacion al nuevo aprendizaje.

2. PRESENTACION: TRIGONOMETRIA

Esta guia esta disenada para que el estudiante sienta la necesidad de experimentar y asi
mejorar sus conocimientos en esta area.

3. UNIDADES DE APRENDIZAJE:
Unidad 1: TRIGONOMETRIA

Trigonometria, rama de las matematicas que estudia las relaciones entre los lados y los
angulos de triangulos, de las propiedades y aplicaciones de las funciones trigonométricas de
angulos. Las dos ramas fundamentales de la trigonometria son la trigonometria plana, que
se ocupa de figuras contenidas en un plano, y la trigopnometria esférica, que se ocupa de
triangulos que forman parte de la superficie de una esfera.

ETIMOLOGIA: La palabra trigonometria proviene de tres palabras griegas.
Tri = Tres.

Gono = angulo.

Metria = Medios o0 medidas.

DIVISION DE LA TRIGOMETRIA:
A. Trigonometria Plana: Es la que estudia la resolucion de los triangulos ubicados en el
Plano.
B. Trigonometria Esférica: Estudia la resolucion de los triangulos esféricos.

CREADORES DE LA TRIGONOMETRIA.
1. Hipparchus de Nicea (161 — 127 a. n. e.). Es considerado como el creador de la
trigonometria.
2. Bartholomeus Pitescus (1561 — 1613), a él se debe el nombre de la trigonometria.
3. Leonardo Euler (1707 — 1787), fue quién dio a la trigonometria el caracter de rama
independiente.
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APLICACIONES DE LA TRIGONOMETRIA:
Se dice que la trigonometria es una ciencia con aplicaciones ultramodernas, tales como:
1. Las distintas ramas de la matematica.
2. Lafisica.
3. La astronomia.
4. La electrénica.
5. La geodesia.
6. La Navegacion.
7. LaIngenieria

Definicién de Angulo:

Un angulo es la unién de dos semirrectas o rayos con un origen comun. Las dos semirrectas
se llaman lados del angulo y el origen comun vértice.

Un angulo se obtiene por la rotacion de una semirrecta alrededor de su Origen.

\960
Vértice \
Lado
CLASES DE "ANGULOS:

CLASE DE ANGULOS DESCRIPCION
Angulo Agudo un angulo de menos de 90°
Angulo recto un angulo de 90°
Angulo obtuso un angulo de mas de 90° pero menos de 180°
Angulo Llano un angulo de 180°
Angulo reflejo 6 concavo un angulo de mas de 180°
Angulo giro 6 completo Un angulo de 360°
Angulos complementarios Son dos angulos que suman 90°
Angulos suplementarios Son dos angulos que suman 90°

SISTEMA SEXAGESIMAL

Si la longitud de una circunferencia se divide en 360 partes iguales, el angulo definido por
cada una de esas partes se llama grado sexagesimal.

Si un grado sexagesimal se divide en 60 partes iguales, cada parte se llama minuto
sexagesimal.

Si un minuto sexagesimal se divide en 60 partes iguales, cada parte se llama segundo
sexagesimal.

Una de las unidades de medida para angulos es el grado. Un angulo de un grado es, por
definicion la medida del angulo formado por 1/360 de una revolucion completa en direccién
contraria a las agujas del relo;.
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Radianes

Se denomina radian al angulo determinado por una longitud de arco de circunferencia igual a
su radio. En otras palabras, una vez inscrito el dngulo en una circunferencia cualquiera, para
medirlo en radianes se mide el arco de circunferencia dividido por el radio de la misma.

360 180  n°grados

, /4
= n°radianes = — n° grados

27 7 n°radianes
360 — 2rx

30 — x

360 2« 30-27x 60xr r«x ]
—_— = X = = = — radianes
30 X 360 360 6

UNIDAD EQUIVALENCIA

1 Vuelta 360° = 2 rradianes

1 revolucion 360° = 2 rradianes
180° = 0.5 vueltas

1 n radian

Un grado: 1° = 1 revolucién / 360

CONVERSION DE UNIDADES

La conversion de unidades se trabaja como una regla de tres simple o como una
multiplicacion de fraccionarios, si la unidad que se desea eliminar se encuentra en el
numerador para cancelarla se coloca en el denominador y su equivalencia en el numerador.

Ejemplo:
1. Convertir 8 rradianes a grados

(¢]

—.=8x180° = 1440°
yz,mdi&n

Ejemplo:

2. Convertir 2Tﬂradian a grados

....... 180°  2x180°  360°

ZT” radian-x =120°

lwadian=" 2

Ejemplo:
3. Convertir 4 vueltas a radianes y grados

4\{.b4.t.€lms'2€_%qudlan =4x2nradian = 8xradianes
’ vuelta
60°
4vueltas X —— =4x360° =1440°
""""""" vuelta
Ejemplo:

El valor en grados de un angulo generado por 2 / 5 de revolucién esta dado por:

2/5Rev.=2/5(360°) = 144°
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Ejemplo:
Un angulo que mide 120° tiene un valor en revoluciones de:
Solucién:
Si 1° =1 Rev. /360, entonces 120° = 1/3 Rev. Asi 120° = 1/ 3 Rev.
Actividad 1
Transformar el angulo de grados a rad:
1) 15° 2) 35° 3) 80° 4) 150°
5)200°
6) 90° 7) 60° 8) 45° 9) 30°
Actividad 2
Transformar el angulo de rad a grados:
1

1) % rad 2) " rad 3) 37 rad 4) ﬂrad

5 10 4
Actividad 3
Escribe el equivalente en grados del angulo medido en radianes.

a. /2 c. /3 e.2n/3g. 11n/12 i. 5n/4
b. n/4 d. 7n/12 f. 3n/4 h. 13n/12 j. 4n/3

Determinar la medida en grados que corresponde a los siguientes angulos dados en
radianes:

a. 5rn/18 b. 5n c. —4n/3 d.-5n /2

e. /9 f.—10 =/3 g. 13n/10 h. -11 n/12

Encontrar la medida en radianes que corresponde a la medida del angulo dado en grados.
a. 100° b. 72° c.—1830 d. 54°
e. 630° f. 95° g. —3690° h. 261°

Unidad 2: RELACIONES TRIGONOMETRICAS
Un triangulo es rectangulo si tiene un angulo recto, es un angulo cuya medida es 90°. En
todo triangulo rectangulo el valor de la Hipotenusa es el lado mas largo del triangulo.

Ademas la hipotenusa esta ubicada al lado opuesto del angulo recto, los otros dos lados se
llaman catetos

CATETO2

Angulo recto

A/

CATETO 1

TEOREMA DE PITAGORAS:

El Teorema de Pitagoras lleva este nombre porque su descubrimiento recae sobre la
escuela pitagérica.

Matematicas Operativas




CODIGO: GA-G-01
FECHA: Enero/2020
VERSION: 01
Pagina 6 de 25

INSTITUCION EDUCATIVA PEDAGOGICO INTEGRAL

GUIAS

Anteriormente, en Mesopotamia y el Antiguo Egipto se conocian ternas de valores que se
correspondian con los lados de un triangulo rectangulo, y se utilizaban para resolver
problemas referentes a los citados triangulos, tal como se indica en algunas tablillas y
papiros, pero no ha perdurado ningun documento que exponga tedricamente su relacion.

En todo triangulo rectangulo se cumple que la longitud de la hipotenusa al

cuadrado es igual a la suma de cada uno de los catetos al cuadrado.

2 2 2
a =b"+C
C
Para calcular el valor de la hipotenusa se utiliza la expresion G=n b>+C> _
Para calcular el valor de cualquier cateto se utiliza la expresion @—:J@z%“ =b> 6
b=la*-¢*|
Ejemplo:
Encontrar el valor de la hipotenusa de la siguiente figura
C 4
h !
‘" 40°+9* = &
1600 +81=a’
a=4
/1681 =a
Ejemplo:
Encontrar el valor del cateto b de la figura
Aplicando el Teorema de Pitagoras: P ac? =g = 40
52 1+ b* = 40° b? =40% - 52 b=2?
b* =1600-25 b* =1575
b=+1575
C=5
b= 39,7
Actividad 4
1. En un triangulo rectangulo cuyos catetos son a y b, hallar la hipotenusa cuando:
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a) a=5b=12.
b) a=8,b=15.
c) a=4,b=5.
d) a=15,b=20.
e) a=2 \/5, b=2-/2
2, En un triangulo rectangulo cuya hipotenusa es c, hallar el cateto desconocido cuando:
a) a=8, ¢c=10.

b) b=10, c=26.
c) a=20, c=25.
d) b=21, c=29.
e) a=5,c=5\/§

3. Realizar estos ejercicios por el Teorema de Pitagoras (Recordar que a y b son los
catetos , c es la hipotenusa)

a) a=?sib=5c=28
c)b=2sig=3¢c=10
glc=2sia=10b= 15
gla=?sib=7¢=9
Jb=?sia=6c=10
blc=7sig=13b= 10
dla=?sb=2c=10

f) a= x, b=x+2, c=10. Hallar x
h) a=4, b= x-2, c=x. Hallar x

J) 8= x+1 b=x-1, ¢=5. Hallar x
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4. ¢ Cuanto mide el cateto de un triangulo rectangulo de hipotenusa 7 m y otro cateto de 525
cm?
5. Calcular el lado desconocido en los siguientes tridngulos:

b=3m

a=4m
h=>m
b=:?m

a=8m

6. Para el siguiente triangulo equilatero calcular el valor de x, el perimetro y el area.
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RAZONES TRIGONOMETRICAS

Utilizaremos un triangulo rectangulo para definir las funciones trigonométricas: seno (sen),
coseno (cos), tangente (tan), cotangente (cot), secante (sec) y cosecante (cosec).

Dado un triangulo rectangulo ABC
a = hipotenusa p
¢ = cateto b a
b = cateto adyacente del angulo
o
c
Se definen seis relaciones trigonométricas, para el angulo o asi:
Senoa = cateto opuesto Cos a = cateto adyacente
hipotenusa hipotenusa
Tangente o = cateto opuesto Cotangente a = cateto adyacente
cateto adyacente cateto opuesto
Secante a = _ hipotenusa Cosecante o = hipotenusa
cateto adyacente cateto opuesto

En notacion
Sena= b Cosa= ¢ Tana= b Coto= ¢

a a C

(o

Seca= a csco = a
b

(¢}

Aqui podemos darnos cuenta que basta con conocer las funciones sen ¢ y cos ¢ para
poder calcular las otras funciones, veamos por qué:

sen o cos o
tan o = cot o = sec g = cosec ¢ =

Cos o sen o Cos & sen o

Ejemplo:
Dado el triangulo rectangulo A D E encuentra el valor de las relaciones trigonométricas:

Solucién
Senoa= _5 Tano= _5 Seca= 13
13 13 12 12
5
Coso= _12 Cota=_12 CSCa= 13
13 5 5
a

12
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Ejemplo:

. , 3 . -
Un angulo agudo ¢ tiene senq ==. Halla las restantes razones trigonométricas de este
5

angulo

Solucién:

Usando triangulos

wn

Por teorema de Pitagoras
buscamos el otro cateto del
triangulo, es que es 4

Ahora aplicamos las definiciones de las funciones trigonométricas y encontramos:

3 cad. 4
sena == cosa = =—

5 hip 5
tana_c.op._3 oota=c’ad'=i

cad. 4 cop. 3
seca = hip _ 5 coseca = hip _ S

cad. 4 cop 3

Ejemplo:

Encontrar el valor de x, em la siguiente figura

Necesitas encontrar la longitud del lado
adyacente al angulo de 42°. Se te da la longitud
de la hipotenusa. La razén trigonométrica que
relaciona el lado adyacente con la hipotenusa es

la razén coseno.

Cos 42 = =
11

11.Cos 42 =x

Ejemplo:

Encuentra la medida del angulo opuesto al cateto de 32 pulgadas.

11 cm

X = 8.2 cm

Solucién
Se te dan las longitudes del lado opuesto al angulo y
la hipotenusa. La razén que relaciona estas longitudes

es la razén seno.

74 pulg

32 pulg

32 - 32
Senz==— z=Sen1(—
74 74

32

32
Para encontrar el angulo con un seno de =" calcula el seno inverso de —=

Z = 25.6°

Utilizando la calculadora se tiene que

Z = 26°

Matematicas Operativas
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Ejemplo:

Sea el tridangulo XYZ rectangulo en Y, donde y = 30 cm; x = 13 cm; z = 27 cm. Hallar el valor de las funciones
trigonométricas para el &ngulo 6

Sené) = ;32'” =043 rom
" Coth = —— =208

13cm

13 CosB=21" _0.9

m 30cm
Sech=—"=1.11

T 2em

13cm
~ Tan@ = = 0.4§ _30cm

27em Cscl = Lem 231

I
Ejemplo:

Hallar las seis funciones para el angulo 8

Como no se conoce el valor de la hipotenusa, se
debe determinar su longitud, para ello se aplica el
teorema de Pitagoras.

Sea “z” el valor de la hipotenusa, entonces por
Pitagoras se tiene

z2 = (10cm)? + (8cm)?

z2 =100cm? +64cm*> =>z? =164cm?  al sacar la raiz cuadrada queda que z = 12.8cm
llevando este valor al triangulo se buscan las funciones trigonométricas, por lo tanto:

Send = 1> 8em 128 08 CosO =1 8em 128 062
10cm 10 8cm 8

ng—m—?—l.ZS Cotoﬁlocm 10*0.8
12.8cm 12.8 12.8¢cm 128

Secl = Som —T—I.GO Cscf = 10cm —W—I.ZS

Actividad 5

1) Si cosf = 77 encuentra las otras funciones. Entrega los valores simplificados y

racionalizados.
2) Si cos f=0,2, encuentra las otras funciones.

3) Si tana = é encuentra las otras funciones.
9

4) Resolver los triangulos rectangulos para los datos dados. Usa calculadora.

a) o =24°y ¢ =16.
b) a=32.46yb = 2578
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C) o =24°ya=16
d) p=71°c=44
e) a=312,7;c=2809
f) b=4.218;c=6.759
g) B =81°12;a=43,6

5) Hallar el valor de las funciones trigopnométricas de 6 de acuerdo a los valores
presentes en las figuras

A
c. :
a. y. b
e
1OCh 13'43"1 écm
v 4 : v
R pe— M. » R S— 15CM..cuiirirn »
A
e. i
d g A
£/ ® v
v D S—— 3X e »

Unidad 3: IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS
Una identidad trigonométrica es una igualdad entre expresiones que contienen funciones

trigonométricas y es valida para todos los valores del angulo en los que estan definidas las
funciones (y las operaciones aritméticas involucradas).

- .o - 2 ’. - . - " -
Notacion: se define sen“a como (sen a)”. Lo msmo se aplica a las demas funciones
trigonometricas.
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RESUMEN DE LAS PRINCIPALES FORMULAS E IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

IDENTIDADES BASICAS
6 =— g=_1
sent = cscl cosv= secO
senf -csc =1 cosf -secd =1
0=——r g=_1
e = senf secv = cosf
tand = 1 tand = senf
anv = cot@ ne= 0s0
tan@ - cotd =1
t0 cos@
0 =
tl = ——
o tan@ sené

IDENTIDADES PITAGORICAS

sen?@ = 1 — cos?6

A 4

senf = ++/1 — cos?@

sen®0 + cos?*0 =1

Y

cos?0 =1 — sen?0

cos@ = ++/1 — sen28

tan?0 + 1 = sec?0

A 4

tan?6 = sec?0 — 1

1+ cot?0 = csc?@

cot?8 = csc?0 — 1

IDENTIDADES PAR E IMPAR

Funciones Pares:

cos(—60) = cos@

sec(—0) = secl

sen(—@) = —senf

csc(—0) = —cscl

tan(—0) = —tanf

cot(—0) = —cotl

Funciones Impares:

IDENTIDADES PRODUCTO-SUMA

sena - senf = %Icos(a - B) = cos(a + B)] cosa - cosp =%Icos(a - B) + cos(a + B)]

sena - cosf = %[sen(a + B) + sen(a — B))

IDENTIDADES SUMA-PRODUCTO

) es(43)

2

) 7)

a—
2

)43

)

a
sena + senff = 2-sen ( sena — senff =2+ sen(

a+ a
cosa + cosff = 2 cos( cosa — cosfi = =2+ sen( 5 ﬁ) 'sen(

Matematicas Operativas
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Para entender mejor te dejo este link para que mires algunos ejemplos:

https://www.youtube.com/watch?v=ZLaE4cS7oHc&t=377s

Ejemplo:

tg o + cotg « = sec« -cosec «

lga+cotg a=

 cosassena

1

=Secacoseca

Ejemplo:

cot@ a = cos? a +(cotg a-cosay

2
cos® a +(cotg acosa) =cos’ a+cotg® a:cos’a =

Ejemplo:

cotga.seca = cosec a

sena cosa _ sen’a+cos’a
cosa Sena  cosasSsena

2 —coc? A, _cos’a _ 2
cos’a(l+cotg a)=cos’ a cosecza_senza_cotg a
cosa 1 1
. = COoSseca

cotgasseca=

Ejemplo:

Actividad 6
Demostrar las siguientes actividades.

1. Cos x.Sec x=1

2.

sec’a + cosec?a =

sec? a+cosecza=

Sen x.Csc x =1

sena cosa sena

1
sen‘a»-cos’a
1 1 sen’ a+cos?a

3. (1+ Cos x)(1—Cos x)= Sen* x

Cos x

" Sen x

Csc x

" Cot x+Tan x

+Sen x=Csc x

. Tan® x Cos* x=1-Cos> x

=Cos x

+ — —
cos’a sen*a sen*a.cos’a sen’as.cos’a
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4. ACTIVIDAD DE EVALUACION:
1) Halla los valores exactos para seno, coseno y tangente del angulo ¢ y [ en cada

triangulo.

Vi

o y

X

2) Traza un triangulo para la razon trigonométrica dada y encuentra las otras cinco razones

restantes.
2 1

a) cosa = b) senf = c)cscgp =2
3 2

d)tan¢=; e)cotﬂ=§ fiseca =3

3) Escribe todas las razones trigopnométricas para los angulos agudos de un triangulo, cuyos
lados son 3cm, 4cm y 5¢cm.

. 8 i , . .
4) Si cosa = —, busca las demas razones trigopnométricas para el angulo ¢
10

3 .
5)  sena ==, halla el valor de la expresién sen ¢.sec
4

Con base en el triangulo rectangulo ACB, resuelve: A
a) Sia =44 yb =5 halla las razones trigonométricas de los b <
angulosAyB c . B
b) Sia=5yc =16, halla las razones trigonométricas de los
angulosAyB
6) c) Sib =6y c =10, halla las razones trigonométricas de los dngulos Ay B

7) Uso la calculadora cientifica para comparar los valores de las funciones trigopnométricas
(escribo >, <, 0, =)

a. sen30° () sen Z d. tan30°sec60° ( ) sen Z
b cos & ( )cos 7 e. tan60°sen 7 () cot30°cos &

4 6 4 4
c tan30° ( )tan Z f.  csc60°cot ]3[ () sen60°tan 73[
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8) Calcula el valor de las siguientes expresiones:
a) sen 45° + cos 45° b) sen 30° + tan 60°/ 1 — tan 30° x tan 60°
c)tanm/3 . tan 1 /6 + tan /4 — csc (90° - 1 /3) d) sen 30° x tan 60° - cos 45°
e)2senT/3 f) 4 sen 45° x cs¢ 45°
g)secm/6—tan /6 h) 2 sen 45° - tan 45° x sec 45°
i) tan2 30° + sen 60° k) j) sen 45° + tan 60° - csc 30°
sec2 1 /6 —tan2 /6
9) Resolver las siguientes identidades trigonométricas.
1. CosO(Sec — Cos0) = Sen*6 2. Ctg6(Tanb + Ctgh) = Csc*0
3.secH(Secl - Cos )= tan” 6 4(Csc +1)Cscl -1) = Cot*6
4(Csc6 - Cot6)Csc + Cotf) =1 6.Cot6 + tan 6 = Sec6 Csc6
Tan@ . Senf
7.Csc6 - Send = Cas 8 Cot g~ M7 -2MY _ 1 4 Cos®
Sect -1
2
9.Tan 62+1=Csc20 10.1+SenA+CosA= 1+ SenA
Tan 6 CosA SendA SenA.CosA
11_TanA_SecA—CosA=0 12.l—CosA_._ SenA = 2Cscd
SecA tan A SenA 1-CosA
. Send - Send = 2CotA 14. = Sec’B + SecB TanB
1+SecA 1- SecA 1- SenB
15.Sec? B — Csc*B = 1anB = ColB 16.7an’B - SenB = TanB Sen®B
SenBCosB
17 1 1-Senx 18 Senf - Sen’d 1
| 1+Senx Cos®x " Cos*0 CscO

Unidad 4: LEY DE SENOS y COSENOS

LEY DE SENOS

Las longitudes de los lados de un triangulo son proporcionales a los senos de los angulos
opuestos.

a b ¢
b a SenA  SenB  SenC

C

La ley de los senos se cumple cuando los datos que se conocen son:
= Dos angulosyunlado (A-L-A)
= Dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos (L — L — A)
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Este ultimo es el mas complicado ya que podemos tener UNA, DOS o ninguna solucién.
El procedimiento a seguir consiste en utilizar la ley de los Senos para encontrar uno de
los dos angulos que faltan y determinar si tenemos UNA, DOS o NINGUNA solucion.
Finalmente encontramos el angulo faltante restando de 180°, y el problema se reduce al
caso anterior.

Ejemplo:

SiA=45°,B=75°yc=10m; hallemosa, by C
Tenemos Angulo — Lado — Angulo (caso 1)

Como A+ B + C =180°, entonces C = 180° - 120° = 60°
Aplicaremos la ley de los senos para hallar el lado “a”

45° 75° B

¢=10m

a c _ c.SenA (10m)(Sen45°)

= :} [
SenA SenC a SenC a Sen75°
(10m).(0.70m)

a= = a=8.14m
0.86
De la misma manera encontraremos el valor del lado “b”
b _ ¢ _cSenB b (10m)(Sen75°) b (10m).(0.96) b=1116m
SenB SenC SenC Sen60° 0.86
Ejemplo:

SiA=30°,a=10myc=15m; hallemos B,C yb
Tenemos A — L — L (caso 2). Por lo tanto, el problema puede tener NINGUNA, UNA o DOS
soluciones. Aplicaremos la ley de los senos para calcular C.

c Solucion
c _ a 15m _ 10m
SenC ~ SenA SenC ~ Sen30°
10m 1 . °
=8SenC = —5m Sen30 = SenC=0.75
= / 10m
Luego C = 48.59°, entonces B = 101.41°
Para calcular el lado “b” tenemos que -_2 = a.SenB = (10m)(Sent101.41°)
SenB SenA SenA Sen30°
L poomM0.98) o e
0.5
Ejemplo:

Un avién que se encuentra en el punto A es observado por dos estaciones terrestres
ubicadas en los puntos By C. ;A que distancia se halla el avién de B?

SetieneA-L-A

Como A+ B+ C=180°, ENTONCES A =180° - 127° = 53°
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Aplicamos la ley de los senos para calcular la distancia AB

2.8km AB & AB= (2.8km)(Sen46°) AB = (2.8km)(0.72)
Senb53° Sen46° Senb53° 0.8

Luego tenemos que AB = 2.52 km

A

81° 46 C
2.8km

B

LEY DE COSENOS

En todo triangulo, el cuadrado de la longitud de un lado es igual a la suma de los cuadrados
de las longitudes de los otros dos lados, menos el doble producto de estos lados por el
coseno del angulo comprendido entre dichos lados.

La ley de los Cosenos se cumple cuando los datos conocidos son:

» Dos lados y el angulo entre ellos (L - A —L)
» Lostreslados (L—L-L)

Ejemplo:
Resolver el triangulo ABC segun sus datos

A B
Tenemos el caso L — A — L, por tanto, aplicamos la ley
de los cosenos % )
para calcular el lado “a” 6
a®=b?+c?® 2.bcCosA entonces a?=13%+62 2(13)(6)Cos36° A

a®=169+36 156.0.8090), = a°=7879 = a=.7879 a=~89
Para hallar la medida del angulo B, también se aplica la ley de los Cosenos (aunque se
puede aplicar la ley de los senos).

2 2 2
b2=a’+c® 2acCosB despejando CosB queda que: cosBzaJr;—b reemplazando
a.c
queda:
2
CosB=(8'9)2+(6) (13f ~ 0.5036Para buscar B se utiliza la funcién del Coseno

2.8.9)(6)
inversa, entonces queda que B = NV Cos( 0.5036) = 120.2°
Finalmente, C = 180° - A— C, Luego C = 180° - 36° - 120.2°, entonces C = 23.8°

Ejemplo:

Un topografo encuentra que el angulo en el punto A desde donde observa los puntos B y C,
en cada orilla del lago es 72°. Hallar la distancia a través del lago determinando la
separacion que hay entre los puntos B y C.
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Los datos son dos lados y el angulo comprendido
entre ellos, es decir el criterio L — A — L, por lo
tanto, aplicamos la ley de los Cosenos para calcular
la distancia BC.

BC? = AB? + AC? -2(AB)(AC)CosA
BC? =(15m)? +(21m)? - 2.(15m)(21m)Cos72°

Luego queda que BC2 =225m? + 441m? - (630m? )(0.3000), entonces BC? = 471.31929m?
Al sacar la raiz cuadrada queda que BC 0 21.71m

Actividad 7
Emplear los teoremas del seno o del coseno para resolver los siguientes triangulos ABC.

1.a=10cm b=12cm C=35°
2.c=10cm B =40° A=70°
3.a=10cm b=15cm B =42°
4. A=52° B =78° c=300.5m
5.b=4km a=13km A =53°
6.B=113° b =248 cm c=195cm
7.¢c=40cm b=50cm A =29°
8.b=20cm ¢c=30cm A =60°
9.a=150cm c=30m B = 150°
10.a=7m b=6m c=4m
11.a=9m b=7m c=4m

Unidad 5: ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Las ecuaciones trigonométricas son igualdades de expresiones trigonométricas que se
cumplen unicamente para ciertos angulos.

Son las ecuaciones que tienen como incognita una o varias funciones trigonométricas.
Resolver una ecuacién trigonométrica consiste en encontrar los angulos que hacen
verdadera la igualdad. Como las funciones trigonométricas son periddicas, existen infinitos
angulos que hacen verdadera una ecuacion; por lo tanto, es conveniente restringir el
conjunto solucién a los angulos comprendidos en un periodo.

Reglas:

1. Se transforman todas las funciones trigonométricas en funcién de una sola, generalmente
Seno, Coseno o Tangente.

2. Se resuelve algebraicamente la ecuacién resultante (generalmente una ecuacién de
segundo grado).

3. Se desechan las soluciones que no satisfagan a la ecuacién dada.

4. Se busca el angulo o angulos que cumplan con la ecuacion.

Los procedimientos para resolver ecuaciones trigonométricas son similares a los empleados

para resolver ecuaciones algebraicas. La diferencia principal radica en que las ecuaciones

trigonométricas se resuelven para las funciones seno, coseno, tangente, cotangente, secante

y cosecante y de estas se determina los valores del angulo.

Ejemplo:

Resolver 4Sen®x + 4Senx —3 =0

Este es una ecuacién de segundo grado en Senx por lo tanto hay que identificar los
coeficientes y aplicar la formula correspondiente.
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a=4;,b=4;c=-3

-byb%-4ac -(4)£16-4.(4).(-3) -4+16+48 -4+.64 -4+8

Senx = 2.a - 2.(4) - 8 T8 8
Senx;= 2+8_*4_1
8 8 2
Sen)(z_ﬂz-dl_2 _2
8 2
3

La solucion Sen x = -= es inadmisible porque el seno de cualquier angulo no puede valer

en su valor absoluto mas de uno.
Para Sex = % ; % pertenece a un angulo de 30°.

41
X =Sen > Para X1 = 30°; para X2 = 150°
Siempre que en un problema hay que elevar al cuadrado o sacar raices es necesario
comprobar las soluciones porque algunas veces aparecen soluciones extrafias que no
cumplen con el enunciado.

Comprobacion
Para X = 30° se tiene entonces 4. Sen? 30° + 4. Sen 30°-3=0

Ejemplo:
Resolver /2.Cosx-1=0 Para 0 < x < 360°
V22
J2.Cosx-1=0 ; .Cosx = — Racionalizando se tiene que .Cosx _ L2 N2 , luego se tiene
JE V2 22

: J_ V2

que x = Cos’ Los cosenos son positivos en el primer y cuarto cuadrante y EY

corresponde a 45°

Actividad 8
Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas
1.Sen?x 1=0. 2.2Senx-+/3 =0.
_ 20 1/ =
3.Tan?-1=0. 4.Cos?8- 1, =0
5.Cos6-CosB =0. 6.Sen?0+2Sen6-3=0.
7.Sen..Cosf +Sen6 =0. 8.4Co0s0-Cos*0-1=0.
9.Sec?@ =2Tan?6. 10.2Sen?8+Cos?6.-1=0
1 1
. + =1 ) — 2 2
Send  Tane 12 Coc?8 1=Cot“6Sen~6
13.3Cos’x+Sen’x =2 14, ———-1=-Cot?6Sen?0
Csc“0
15.Sen8+3Cos0 =0 16.4C0s%6-2(1+2)Cos8++2 = 0
17.Tan6(1-2Senb)-2cosB =0 18.CosB(1-TanB)-Send(1+ Cotd) =1
19. 5Cos?x-3Senx+5=0 20.9Cot20+(3-343 JCotd-/3 =0

21.Tanb+Secb =1
5. ACTIVIDAD DE EVALUACION.

Realiza los siguientes ejercicios, utilizando la ley de senos o ley de cosenos.
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Una escalera de 5 m de largo es recostada sobre un muro inclinado, alcanzando una
altura de 5 m sobre dicho muro. Si la parte inferior de la escalera esta a 2.5 m de la base
del muro, halla la inclinacion del muro

Un topégrafo situado en un punto c localiza dos puntos Ay B en los lados opuestos de un
lago. Sicestaa5kmdeAya8kmdeB yademas el angulo ¢ mide 36°. Calcula el
ancho del lago.

Si los lados de un triangulo ABC miden a= 4 cm, b =7 cm y ¢ = 10 cm, determina el
angulo mayor.

Dos de los angulos interiores de un triangulo miden 30° y 55’. Si el lado opuesto del
angulo menor mide 115 cm determina la longitud del lado mayor

Hallar el area de un triangulo ABC sia =326 dm, b =185dmyc =243 dm

Hallar el area de un triangulo ABC sia=36m, A=49°y C =63°

Una carrilera (una linea en recta) de 180 km de longitud tiene por extremos las ciudades
Ay B; otra carrilera (en linea recta) de 260 km de longitud continua el recorrido de la
ciudad B a la ciudad C. Si las carrileras forman entre si un angulo de 132, 5° calcular la
distancia entre las ciudades Ay C.

Dos trenes parten simultdneamente de una misma estacion, en direcciones tales que
forman un angulo de 30° Uno va a 15 km / h y el otro a 25 km / h. Determinar a qué
distancia se encuentran separados después de dos horas de viaje.

Un observador mira los edificios E1 y E2 desde un tercer edificio Es, situado a 500 m de
Es Y 800 m de E>.Si el angulo que forman las lineas visuales es de 132° determinar la
distancia que separa los edificios E1y Ea.

Un satélite en orbita terrestre pasa directamente por encima de estaciones de
observacién en Phoenix y Los Angeles, a 340 millas de distancia. En un instante cuando
el satélite esta entre esas dos estaciones, simultdneamente se observa que el angulo de
elevacion es de 60° en Phoenix y de 75° en los Angeles. ;A qué distancia esta el satélite
de los Angeles?

@

mgs
Los

o
Phoenix
Anaeles

Un avion que se encuentra en el punto A es observado por dos estaciones terrestres
ubicadas en los puntos B y C. A que distancia se halla en avion de B?

81° 46°
2.8 Km

Una persona que se encuentra en el punto A desea dirigirse al punto C, que se encuentra
a 2.8 km en linea recta. Debido a que el terreno esta en malas condiciones, decide seguir
la trayectoria de A a B para dirigirse, finalmente, hacia C. ;Cual es la distancia total que
debera recorrer?
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253 112 5

La torre inclinada de Pisa forma un angulo con la horizontal de 82°. Determinar la
distancia BC si se sabe que la distancia entre AB es 28m

[ B 28M
25.Dos barcos se dirigen en linea recta hacia el mismo puerto, el angulo que forman sus

trayectorias mide 30°. Un barco recorre 10km antes de llegar al puerto mientras el otro
recorre 12km. ¢ A qué distancia se encontraban los barcos?

Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas

a)2tgx -3 cotgx—-1=0

b) cos’x — 3sen’x = 0

¢) sen(2x + 60) + sen(x +30)=0

d) sen’x -cos’x = 1/2

e) sen2x-cosx = 6sen’x

f) 2cosx = 3tgx
Indicaciones: Debes intentar reducir toda la expresién a una unica razon trigonométrica (que
todo sean senos, 0 cosenos, por ejemplo). Cuando puedas llegar a una expresion del tipo
seno(algo) = un numero, sélo tendras que usar la funcién arco correspondiente (arcoseno,

arcotangente, etc.). Para conseguir que todas las razones trigonométricas sean iguales no
hay una regla fija; tendras que probar trasteando con las siguientes formulas basicas:
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sen’a + cos’a = 1 tga = sena / cosa
1 +tg'a = sec’a 1 + cotg’a = cosec’a
Angulo suma
sen2a = 2sena-coso

cos2a = cos2a — sen2a

tg2a = (2tga) / (1 — tg2a)

sen (a = B) = sena-cosP + cosa-senB
cos (a = B) = cosa-cosP + sena-senf
tg (a+ B) = (tga +1gB) / (1 - tgatgh)
tg (a—PB) = (tga—1gh) / (1 + tga-tgh)

Angulo mitad
sena/2 = + V(1 — cosa)2)

cosa/2 == V(1 + cosa)/2)
tga/2 = + V((1-cosa)/(1+cosa))

Transformar sumas ¢n productos
sena + senP = 2sen((a+B)/2)-cos((a-B)/2)
sena — senf = 2cos((a+B)/2)-sen((a-p)/2)
cosa + cosP = 2cos((a+B)/2)cos((a-B)/2)
cosa - cosP = -2sen((a+P)/2)-sen((a-B)/2)

Practica lo aprendido en todas las unidades:

1. Calcula la altura de un arbol que a una distancia de 10 m se ve bajo un angulo de 30°.

30° v
" 10 m a2
2. Calculaxey:
4
30° 47° .
40m X
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3. Calcula x

100 m

4. Calcula el valor de y (las longitudes estan expresadas en m.

10

6. Calcula el valor de los lados x e vy, aplicando el Teorema del seno:
a b C

senA senB senC

80"

6. GLOSARIO:

Adyacente: Esta proximo o unido a otra cosa.
Cateto: Lado que junto a otra forma un angulo recto de un triangulo rectangulo.
Cateto: Lado que junto a otra forma un angulo recto de un triangulo rectangulo.
Cosecante: Razdn trigonométrica de un angulo equivalente a la inversa del seno del
mismo angulo.
Coseno: Razén entre el cateto contiguo y la hipotenusa en un triangulo rectangulo con un
angulo igual al dado.
Ecuacion: igualdad entre dos expresiones que contiene una o mas variables.
Hipotenusa: Lado opuesto al angulo recto de un triangulo rectangulo.
Hipotenusa: Lado opuesto al angulo recto de un triangulo rectangulo.
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Radianes: Unidad de medida de angulos del Sistema Internacional, de simbolo rad, que
equivale a un angulo plano que, teniendo su vértice en el centro de una circunferencia,

Radianes: Unidad de medida de angulos del Sistema Internacional, de simbolo rad, que
equivale a un angulo plano que, teniendo su vértice en el centro de una circunferencia,

Sexagesimal: Con lo que se mide el tiempo y se hacen operaciones para medir grados ya
sea por multiplicacion, division, etc.
Sexagesimal: Con lo que se mide el tiempo y se hacen operaciones para medir grados ya
sea por multiplicacion, division, etc.
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